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摘　要：研究了由Ｇ 布朗运动驱动的倒向随机微分方程
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的解的比较定理。其中犳（狊，狔，狕），犵（狊，狔，狕）关于变量狔单调且线性增长，关于变量狕利普希茨连续。
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为了解决金融中所出现的风险度量和套期保值等不确定性问题，ＰｅｎｇＳ．
［１］系统地建立了Ｇ 期望理

论。平行于已知的线性期望理论，包括Ｇ 布朗运动、Ｇ 伊藤积分、Ｇ 伊藤公式、Ｇ 鞅表示定理、Ｇｉｒ

ｓａｎｏｖ变换，由Ｇ 布朗运动驱动的随机微分方程等Ｇ 期望框架下的理论正在被建立起来［２５］。由Ｇ 布

朗运动驱动的倒向随机微分方程（ＢＧＳＤＥ）：
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近年来也受到许多学者的关注。在生成元犳满足利普希茨条件时，ＨｕＭ
［６］证明了方程存在唯一的

一组解（犢，犣，犓），并得到了方程的解的比较定理，费曼 卡茨定理［７］。在犳不满足利普希茨条件时，关于
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上述方程的解的存在唯一性，最近也得到了证明。宋阳［８］在生成元犳关于变量狕是利普希茨连续的，关于

变量狔仅仅是线性增长和单调的条件下，证明了方程存在唯一的解。在文献中，作者构造了一个逼近序

列，证明了这个逼近序列的极限正是方程的解。然而关于这个不满足利普希茨条件的方程的解的比较定

理，尚未有相应的结论。本文利用已有的一些结论，证明了这个方程的比较定理。

１　预备知识

回顾Ｇ 期望框架下的一些结论，更详细的内容可参见文献［１ ２］。

记Ω狋＝犆０（０，犜）为定义在（０，犜）上的所有实值连续函数构成的集合，其中，狑０＝０。

定义在这个集合上的距离为：

犱（狑１，狑２）＝∑
∞

犖＝１

（ｍａｘ
０≤狋≤犖

（狘狑１－狑２狘∧１））

记犅狋（狑）＝狑狋为典则过程，令：

犔犻狆（Ω犜）＝｛φ（犅狋１，…，犅狋狀）狀≥１，狋１，狋２，…，狋狀∈［０，犜］，φ∈犆犫，犾犻狆（犚
狀）｝

其中，犆犫，犾犻狆（犚
狀）为定义在犚狀 上的有界利普希茨函数构成的集合。称定义在犔犻狆（Ω犜）上的次线性泛函犈

为次线性期望，若犈满足：对犡，犢∈犔犻狆（Ω犜），有

（１）单调性：犈（犡）＞犈（犢），若犡＞犢；

（２）保常性：犈（犆）＝犆，若犆∈犚；

（３）次可加性：犈（犡＋犢）＜犈（犡）＋犈（犢）；

（４）正齐性：犈（λ犡）＝λ犈（犡），λ＞０。

此时，称（Ω犜，犔犻狆（Ω犜），犈）为次线性期望空间，犡∈犔犻狆（Ω犜）为随机变量。

定义１．１：称随机变量犡服从参数为（０，［σ
２，珋σ

２］）的Ｇ 正态分布，即犡～犖（０，［σ
２，珋σ

２］）。若对每个

φ∈犆犫，犾犻狆（犚），狌（狋，狓）：＝犈［φ（狓＋槡狋犡）］是如下方程的黏性解：

狌

狋
－犌


２狌

狓（ ）２ ＝０，
狌狋
０
＝φ（狓

烅

烄

烆 ），

其中犌（犪）：＝
１

２
（犪＋珋σ

２－犪－σ
２），犪∈犚。

定义１．２：称次线性期望犈^：犔犻狆（Ω犜）→犚为Ｇ 期望，若典则过程犅狋在犈^ 下为Ｇ 布朗运动，即对于

任意的０≤狊≤狋≤犜，犅狋－犅狊～犖（０，［σ
２（狋－狊），珋σ

２（狋－狊）］），且对于任意的狀＞０，０≤狋１≤狋２≤…≤狋狀≤犜，φ∈

犔犻狆（Ω犜），

犈^［φ（犅狋１，犅狋２－犅狋１，…，犅狋狀－犅狋狀－１）］＝^犈［ψ（犅狋１，犅狋２，…，犅狋狀－１）］，

其中ψ（狓１，狓２，…，狓狀－１）：＝^犈［φ（狓１，狓２，…，狓狀－１，狋狀－狋狀槡 －１犅１）］。

对狆≥１，记犔狆犌（Ω犜）为犔犻狆（Ω犜）在范数‖犡‖狆，犌：＝ （^犈［｜犡｜
狆］）

１
狆 下的完备化空间。实际上，^犈：

犔犻狆（Ω犜）→犚在范数 ‖犡‖１，犌下是一个连续映射，可以将其连续延拓到犔
１
犌（Ω犜）上。

设π
犖
犜＝狋０，狋１，…，狋犖 为［０，犜］的一个分割，考虑如下的简单过程：

η狋（狑）＝∑
犖－１

犽＝０
ξ犽（狑）犐［狋犽．狋犽＋１）（狋），

其中ξ犽（狑）∈犔
狆
犌（Ω狋犽），犽＝０，１，…，犖－１。所有这样的简单过程构成的集合记为 犕

狆，０
犌 （０，犜），它在范数

‖η‖犕
狆
犌
（０，犜）：＝ 犈^∫

犜

０
狘η狘

狆ｄ（ ）狋
１
狆

，‖η‖犎
狆
犌
（０，犜）：＝ （^犈［∫

犜

０
狘η狘

２ｄ狋］
狆
２）

１
狆 下的完备化空间分别记为犕狆

犌（０，

犜），犎狆犌（０，犜）。

对于η狋∈犕
２
犌（０，犜），定义伊藤积分犐：犕

２
犌（０，犜）→犔

２
犌（Ω犜）为：

犐（η）：＝∫
狋

０
η狊ｄ犅狊

２７
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和经典的布朗运动不同，Ｇ 布朗运动犅狋的二次变差不是一个常数，而是一个犔
１
犌（Ω狋）中的一个连续

非降的过程，且有如下表示：

〈犅〉狋：＝ ｌｉｍ
μ（π

犖
狋
）→０
∑
犖－１

犽＝１

（犅狋犽＋１－犅狋犽）
２
＝ （犅狋）

２
－２∫

狋

０
犅狊ｄ犅狊

对于η狋∈犕
１
犌（０，犜），也可以定义积分∫

狋

０
η狊ｄ〈犅〉狊。

记：

犛０犌（０，犜）＝｛犺（狋，犅狋
１∧狋
，…，犅狋狀∧狋）：狋，狋１，…，狋狀∈［０，犜］，犺∈犆犫，犾犻狆（犚

狀＋１）｝

对于狆≥１，η∈犛
０
犌（０，犜），记‖η‖犛狆犌（０，犜）＝（^犈［ｓｕｐ

０≤狋≤犜
｜η狋｜

狆］）
１
狆。犛０犌（０，犜）在范数‖η‖犛狆犌（０，犜）下的完备化

空间记为犛犘犌（０，犜）。

２　主要结论

引理２．１
［６］：设对于任意的狑∈Ω，狔，狔′，狕，狕′∈犚，β＞１，

（１）ξ∈犔
β
犌（Ω犜），犳（·，狔，狕），犵（·，狔，狕）∈犕β犌（０，犜）；

（２）存在常数犔＞０，使得：

｜犳（狋，狑，狔，狕）－犳（狋，狑，狔′，狕′）｜∨｜犵（狋，狑，狔，狕）－犵（狋，狑，狔′，狕′）｜≤犔（｜狔－狔′｜＋｜狕－狕′｜），

则如下ＢＧＳＤＥ：

犢狋＝ξ＋∫
犜

狋
犳（狊，犢狊，犣狊）ｄ狊＋∫

犜

狋
犵（狊，犢狊，犣狊）ｄ〈犅〉狊－∫

犜

狋
犣狊ｄ犅狊－（犓犜－犓狋） （２．１）

存在唯一的一组解（犢，犣，犓）。更进一步，对任意的１＜α＜β，有犢∈犛
α
犌（０，犜）犣∈犎

α
犌（０，犜），犓∈犔

α
犌（Ω犜）。

引理２．２
［７］：设（犢犻狋，犣

犻
狋，犓

犻
狋）狋≤犜，犻＝１，２，是下列ＢＧＳＤＥ：

犢犻狋 ＝ξ
犻
＋∫

犜

狋
犳犻（狊，犢

犻
狊，犣

犻
狊）ｄ狊＋∫

犜

狋
犵犻（狊，犢

犻
狊，犣

犻
狊）ｄ〈犅〉狊－∫

犜

狋
犣犻狊ｄ犅狊－（犓

犻
犜 －犓

犻
狋）

的解，其中ξ
犻
∈犔β犌（Ω），犳犻（·，狔，狕），犵犻（·，狔，狕）∈犕β犌（０，犜），而犳１，犵１ 和犳２，犵２ 中有一组满足利普希茨条

件。若ξ
１
≥ξ

２，犳１≥犳２，犵１≥犵２，则犢
１
狋≥犢

２
狋。

在文献［８］中，作者考虑了方程（２．１），其中ξ，犳，犵满足：对任意的狑∈Ω，狓，狔，狔′，狕，狕′∈犚，β＞１，

（Ｈ１）犳（·，·，狔，狕），犵（·，·，狔，狕）∈犕β犌（０，犜），ξ∈犔
β
犌（Ω犜）；

（Ｈ２）犳，犵在最大模范数下关于狑 一致连续；

（Ｈ３）犳，犵关于狕是利普希茨连续的，即存在常数犆＞０，有：

｜犳（狋，狑，狔，狕）－犳（狋，狑，狔，狕′）｜∨｜犵（狋，狑，狔，狕）－犵（狋，狑，狔，狕′）｜≤犆｜狕－狕′｜；

（Ｈ４）犳，犵关于狔一致连续，且满足线性增长条件，即存在常数犆＞０，有：

｜犳（狋，狑，狔，狕）｜∨｜犵（狋，狑，狔，狕）｜≤｜犳（狋，狑，０，狕）｜＋犆（１＋｜狔｜）；

（Ｈ５）存在常数μ≥０，使得：

（狔－狔′）（犳（狋，狑，狔，狕）－犳（狋，狑，狔′，狕））∨（狔－狔′）（犵（狋，狑，狔，狕）－犵（狋，狑，狔′，狕））≤μ｜狔－狔′｜。

对于满足条件（Ｈ１）～（Ｈ５）的犳和犵，利用文献［９］中的方法，作者构造了如下的序列：

φ狀（狋，狔，狕）：＝ｉｎｆ
狌∈犙

｛φ（狋，狌，狕）＋狀｜狔－狕｜｝，　　φ＝犳，犵。 （２．２）

由于φ狀（狋，狔，狕）关于变量狔和狕是利普希茨连续的，由引理２．１，如下ＢＧＳＤＥ：

犢狀狋 ＝ξ＋∫
犜

狋
犳狀（狊，犢

狀
狊，犣

狀
狊）ｄ狊＋∫

犜

狋
犵狀（狊，犢

狀
狊，犣

狀
狊）ｄ〈犅〉狊－∫

犜

狋
犣狀狊ｄ犅狊－（犓

狀
犜 －犓

狀
狋） （２．３）

存在唯一的解（犢狀，犣狀，犓狀）。

另外，由于φ狀（狋，狔，狕）关于（狔，狕）是一致收敛的，作为方程（２．１）的极限，文献［８］证明了如下定理。

定理２．１：在犳和犵满足条件（Ｈ１）～（Ｈ５）时，方程（２．１）存在唯一解，且对任意的１＜α＜β，有犢∈

犛α犌（０，犜）犣∈犎
α
犌（０，犜），犓∈犔

α
犌（Ω犜）。

３７
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定理２．２：设（犢犻狋，犣
犻
狋，犓

犻
狋）狋≤犜，犻＝１，２，是下列ＢＧＳＤＥ：

犢犻狋 ＝ξ
犻
＋∫

犜

狋
犳犻（狊，犢

犻
狊，犣

犻
狊）ｄ狊＋∫

犜

狋
犵犻（狊，犢

犻
狊，犣

犻
狊）ｄ〈犅〉狊－∫

犜

狋
犣犻狊ｄ犅狊－（犓

犻
犜 －犓

犻
狋）

的解，其中ξ
犻
∈犔β犌（Ω犜），犳犻，犵犻满足（Ｈ１）～（Ｈ５）。若ξ

１
≥ξ

２，犳１≥犳２，犵１≥犵２，则对于任意的０≤狋≤犜，有

犢１狋≥犢
２
狋。

证明：设（犢２
，狀，犣２

，狀，犓２
，狀）是方程：

犢２
，狀
狋 ＝ξ

２
＋∫

犜

狋
犳２，狀（狊，犢

２，狀
狊 ，犣

２，狀
狊 ）ｄ狊＋∫

犜

狋
犵２，狀（狊，犢

２，狀
狊 ，犣

２，狀
狊 ）ｄ〈犅〉狊－∫

犜

狋
犣２

，狀
狊 ｄ犅狊－（犓

２，狀
犜 －犓

２，狀
狋 ）

的解，其中犳２，狀，犵２，狀是犳２，犵２ 的逼近序列，其定义如（２．２）。

另外，由定理条件，显然有犳１≥犳２，狀，犵１≥犵２，狀。根据引理２．２，对于狋∈［０，犜］，

犢１狋≥犢
２，狀
狋

注意到，在犛α犌（０，犜）中，犢
２，狀
狋 收敛到犢２狋。所以，在上式中，令狀→∞，则有

犢１狋≥犢
２
狋

３　结　语

本文证明了单调性条件下由Ｇ 布朗运动驱动的倒向随机微分方程的解的比较定理。在后续的工作

中，可以继续研究此方程在单调性条件下所满足的费曼 卡茨公式。
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