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摘　要：ＫｕｒａｍｏｔｏＳｉｖａｓｈｉｎｓｋｙ（ＫＳ）方程是一个非线性四阶偏微分方程，常被用于反应扩散系统的动力过程建

模。首先引入一个新变量，将方程转化为一个低阶的方程组，然后采用有限体积一次元方法对其空间变量进行

离散近似，时间积分采用２阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式，在数值实验中采用所提出的方法分别对激波解以及混沌现象

进行数值模拟。结果表明：提出的有限体积元方法能够对以上各种现象进行有效模拟。
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ＫｕｒａｍｏｔｏＳｉｖａｓｈｉｎｓｋｙ（ＫＳ）方程由Ｋｕｒａｍｏｔｏ与Ｓｉｖａｓｈｉｎｓｋｙ于２０世纪７０年代末提出，是一种四阶

的偏微分方程，是许多物理现象中出现的一类重要的数学物理方程，用于描述一个反应扩散系统［１］。ＫＳ
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方程已被认为是无穷维动力学中具有代表性的模型之一，其动力特性具有很好的普适性［２］。该方程具有

内在稳定性与不稳定性的相互作用，可以很好地模拟火焰峰的不稳定性、热传导、氧化反应扩散、自由膜的

流动等问题。

目前，采用数值近似求解是研究 ＫＳ方程模型的主要方法之一，包括样条函数配置方法
［３］、谱方

法［４］、有限差分方法［５６］、有限元方法［７８］、间断伽辽金方法［９］、无网格方法［１０］以及格子玻尔兹曼方法［１１］

等。这些方法都是数值近似比较流行的方法之一。近些年，数值方法 有限体积元方法得到迅速发展与

应用，该方法兼具有限元与有限体积方法的优点。本文采用有限体积线性元对方程的空间变量进行近似，

构造半离散数值格式，并采用显式２阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式进行时间积分。

ＫＳ方程的一般形式为：

狌狋＋狌狌狓＋μ狌狓狓＋λ狌狓狓狓狓＝０，　狓∈［犪，犫］，狋∈［０，犜］ （１）

其中，边界条件为：狌（犪，狋）＝犵０，狌（犫，狋）＝犵１；狌狓（犪，狋）＝０，狌狓（犫，狋）＝０；狌狓狓（犪，狋）＝０，狌狓狓（犫，狋）＝０

初始条件为：狌（狓，０）＝狌０（狓）。

可以看出方程（１）非常类似于一个对流扩散方程，再添加一个超双曲耗散效应项，其中μ，λ分别为二

阶耗散项与四阶超双曲耗散项的系数。首先将方程的平流项改写为通量形式：

狌狋＋（狌
２）狓／２＋μ狏＋λ狏狓狓＝０ （２）

引入新变量狏＝狌狓狓，将式（２）转化为微分方程组：

狏＝狌狓狓，　狌狋＋（狌
２）狓／２＋μ狏＋λ狏狓狓＝０ （３）

在上述方程组（３）各子方程两边分别乘以试探函数狑（狓），应用分部积分，得：

（狏，狑）＝（狌狓狓，狑），　（狌狋，狑）＋（（狌
２）狓／２，狑）＋（μ狏，狑）＋（λ狏狓狓，狑）＝０ （４）

故对应的变分问题：寻找狌，狏∈犎
１（犪，犫）使得初边值条件式（１）成立，狋＞０，满足：

（狏，狑）＝犪（狌，狑），　（狌狋，狑）＋（犳狓，狑）／２＋（μ狏，狑）＋犪（λ狏，狑）＝０ （５）

其中 （狌，狑）＝∫
犫

犪
狌·狑ｄ狓，犪（狌，狑）＝∫

犫

犪


２狌

狓
２
·狑ｄ狓，犳＝狌

２。

１　方程的数值近似算法

１．１　空间离散

本文采用有限体积一次元方法对方程组（５）的空间变量进行离散近似。首先对区间［犪，犫］＝犐做等距

剖分犜犺，结点记为：犪＝狓０＜狓１＜…＜狓犖－１＜狓犖＝犫。剖分犜犺＝｛犐犻：犐犻＝［狓犻－１，狓犻］，犻＝１，２，…，犖｝。单

元犐犻＝［狓犻－１，狓犻］的长度为：犺＝狓犻－狓犻－１，再做犜犺 的对偶剖分犜

犺 ，采用集合表示为：犜


犺 ＝｛犐


犻 ：犐


犻 ＝

［狓犻－１／２，狓犻＋１／２］，犻＝１，２，…，犖－１，犐

０ ＝［狓０，狓１／２］，犐


犖＝［狓犖－１／２，狓犖］｝，其中狓犻－１／２是单元犐犻中点，即狓犻－１／２＝

（狓犻－１＋狓犻）／２，犻＝１，２，…，犖，如图１所示，显示了格网的结点与中点，为了计算边界处的导数，需要在左右

边界处各向外增加１个虚单元结点，即狓－１与狓犖＋１。图１所示网格单元结点以及其中心。

图１　格网的等距剖分

其中，实心点表示格网结点，星号表示格网单元中心，空圈表示添加的虚格网结点。现选取试探函数空间

犝犺 为相应于剖分犜犺 的一次有限元空间。犝犺＝｛狌犺犆（犺）｝，狌犺 在每一个犐犻上是线性函数，由单元的端点值

唯一确定。选取检验函数空间为格网对偶剖分犜
犺 的分片常数空间：狑犺犠犺，其中狑犺 在每一个犐


犼 上

为常数，所以犠犺 的基函数可取为：ψ犼（狓）＝１，狓∈犐

犼 ，在其他区域为０。寻找问题的近似解具有形式：

犝犖
犺（狓，狋）＝∑

犖

犻＝０

狌犻犻（狓）；　犞
犖
犺（狓，狋）＝∑

犖

犻＝０

狏犻犻（狓） （６）

其中狌犻，狏犻是含时间狋的待求参数。根据已知的边界条件有：犝
犖
犺（狓０，狋）＝狌（犪，狋），犝

犖
犺（狓犖，狋）＝狌（犫，狋）。

同时可知：犞犖
犺（狓０，狋）＝狌狓狓（犪，狋），犞

犖
犺（狓犖，狋）＝狌狓狓（犫，狋）。因为在单元犐犻＝［狓犻－１，狓犻］上，有：

７６
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犝犖
犺（狓，狋）＝狌犻－１犻－１（狓）＋狌犻犻（狓）＝狌犻－１

狓犻－狓

犺
＋狌犻
狓－狓犻－１
犺

所以其一阶偏导近似为：犝
犖
犺（狓，狋）

狓
＝
狌犻－狌犻－１
犺

。与上面选取的试探函数空间与检验函数空间相对应，有限

体积一次元格式为：

　　　　　

（犞犖
犺，ψ犼（狓））＝犪（犝

犖
犺，ψ犼（狓））

犝
犖
犺

狋
，ψ犼（狓（ ））＋（犳（犝犖

犺）狓／２，ψ犼（狓（ ））＋（μ犞犖犺，ψ犼（狓））＋犪（λ犞犖犺，ψ犼（狓））烅

烄

烆
＝０

（７ａ）

（７ｂ）

采用有限体积线性元对方程组的空间进行近似，首先计算：

（犳狓／２，ψ犼（狓））＝∫
犫

犪
犳狓ψ犼（狓）ｄ狓＝犳ψ犼

犫

犪
－∫

犫

犪
犳
ψ犼
狓
ｄ狓＝ （犳犼＋１－犳犼－１）／２

犪（狌，ψ犼（狓））＝∫
犫

犪


２狌

狓
２ψ犼ｄ狓＝

狌

狓ψ
犼

犫

犪
－∫

犫

犪

狌

狓
狑

狓
ｄ狓＝

狌犼＋１－狌犼
犺

－
狌犼－狌犼－１
犺

犝
犖
犺

狋
，ψ犼（狓（ ））＝∫

犫

犪

犝
犖
犺

狋ψ
犼ｄ狓＝∫犐犼

犝
犖
犺

狋
ｄ狓＝犺狌犼

子方程（７ａ）的结果为：犺狏犼＝
狌犼－１－２狌犼＋狌犼＋１

犺
。

若记
ｄ狌犼
ｄ狋
＝狌犼，则子方程（７ｂ）的最终结果为：

犺狌犼＝－
（狌犼＋１）

２－（狌犼－１）
２

２
＋μ狏犼犺＋λ

狏犼－１－２狏犼＋狏犼＋１［ ］犺

将方程组的半离散格式写为矩阵向量形式：

犞＝犅犝＋^犝；　犝＝－［犃（犝犝）＋^犝２＋μ犞＋λ（犅犞＋^犞）］ （８）

其中犞，犝，^犞，^犝，^犝２ 为（犖＋１）×１的列向量，如下：

犞＝［狏０，狏１，狏２，…，狏犖］
Ｔ，　^犞＝

１

犺２
［狏－１，０，０，…，狏犖＋１］

Ｔ，　^犝＝
１

犺２
［狌－１，０，０，…，狌犖＋１］

Ｔ

犝＝［狌０，狌１，狌２，…，狌犖］
Ｔ，　^犝２＝

１

２犺
［－（狌－１）

２，０，０，…，０，（狌犖＋１）
２］Ｔ

其中虚网格的值狌－１，狌犖＋１，狏－１，狏犖＋１通过边界条件得到，犃，犅分别为（犖＋１）×（犖＋１）的矩阵，形式如下：

犃＝
１

２犺

０ １

－１ ０ １

  

－１ ０ １

熿

燀

燄

燅－１ ０

，　　犅＝
１

犺２

－２ １

１ －２ １

  

１ －２ １

熿

燀

燄

燅１ －２

（９）

１．２　时间积分

为了完整求解此方程组，还需要对半离散格式（８）进行时间积分，采用２阶显式ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法：

犞０＝犅犝
０＋^犝０；　犓１＝－［犃（犝

０．犝
０）＋^犝０２＋μ犞

０＋λ（犅犞
０＋^犞０）］；　犝

犓１＝犝０＋ｄ狋／２犓１；

犞１＝犅犝
犓１；　犓２＝－［犃（犝

犓１．犝
犓１）＋^犝犓１２ ＋μ犞

１＋λ（犅犞
１＋^犞１）］；　犝

１＝犝０＋ｄ狋犓２；

其中ｄ狋为离散的时间步长，犝０ 为初始值，每迭代一次，则需要对虚格网点上值进行更新。

２　数值实验

为评估方法的精确性，下面给出几个数值算例验证方法的有效性。假定犝犽犻，狌
犽
犻 分别是方程的数值解

与真解，并定义如下两个误差范数：

犔２ ＝
１

犖∑
犖

犼＝１

狘犝
犽
犼－狌

犽
犼狘［ ］２

１
２

，　犔∞ ＝ Ｍａｘ狘犝
犽
犼－狌

犽
犼狘
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数值实验１：震荡的行波解。

考虑ＫＳ方程，系数取值为μ＝１，λ＝１。在此情形下，方程具有精确解：

狌（狓，狋）＝犮＋
１５

１９

１１

槡１９（－９ｔａｎｈ（犽（狓－犮狋－狓０））＋１１ｔａｎｈ
３（犽－（狓－犮狋－狓０）））

初值与边界条件为：狌（－３０，狋）＝犵１（狋），狌（３０，狋）＝犵２（狋）；狌（狓，狋）｜狋＝０＝狌（狓，０）。

其中边界条件犵１（狋），犵２（狋）与初始条件由精确解得到，参数狓０ 表示激波轮廓的初始位置，犮表示波的

传播速度，犽表示波数，分别取值为狓０＝－１０，犽＝
１

２

１１

槡１９，犮＝２。这里采用线性元对此问题进行近似模拟。
为了评估方法的精确性，在区间狓∈［－３０，３０］取均匀分布的结点，并在狋＝８ｓ时刻求方程的近似解。

表１给出了有限体积一次元的绝对犔∞误差和犔２ 误差。

表１　有限体积线性元数值解与真解的误差

犺 ｄ狋 犔∞误差 犔∞误差比率 犔２ 误差 犔２ 误差比率

１．０ １／４０００ １．５０１２ — ０．３６１８ —

１／２ １／８０００ ０．２０４９ ７．３３ ０．０６７３ ５．３８

１／４ １／１６０００ ０．０４４６ ４．５９ ０．０１６０ ４．２０

１／８ １／８００００ ０．０１０８ ４．１２ ０．００４０ ４．０４

从表１可以看出，随着时空步长逐次减半，误差的范数逐次减少到上一情形的大约１／４，表明有限体积一

次元达到了２阶收敛率。接下来，采用该方法再次求解此问题，时空步长分别取犺＝１／４，ｄ狋＝１／１６０００，如

图２所示，为单波在区间－３０≤狓≤３０，０≤狋≤１０上的轮廓图，其中，黑色实线表示解析解，红色、绿色及蓝

色的点虚线表示数值解；图２（ａ）表示解析解与数值解在三个不同时刻的结果对比，图２（ｂ）显示了激波在

时空范围的传播，总体上数值解与解析解非常吻合，只是在激波的两个峰值附近产生了轻微的震荡。

（ａ）激波在不同时刻的二维轮廓 　　 （ｂ）激波在不同时刻的三维轮廓

图２　不同时刻时激波传播的数值解与解析解的结果比较

数值实验２：非震荡的行波解。

考虑ＫＳ方程，系数取值为：μ＝－１，λ＝１。在此情形下，方程具有精确解：

狌（狓，狋）＝犮＋
１５

槡１９ １９
（ｔａｎｈ３（犽（狓－犮狋－狓０））－３ｔａｎｈ（犽－（狓－犮狋－狓０）））

初值与边界条件为：狌（犪，狋）＝犵１（狋），狌（犫，狋）＝犵２（狋）；狌（狓，狋）｜狋＝０＝狌（狓，０）。其中边界条件犵１（狋），犵２（狋）与

初始条件由精确解得到，参数狓０＝－３０，犽＝
１

槡２ １９
，犮＝５。采用线性元对此问题进行近似模拟，时空步长

分别取为犺＝１／４，ｄ狋＝１／１６０００，求解的空间与时间区域为－５０≤狓≤５０，０≤狋≤８。图３显示了激波在不

同时刻的模拟结果，其中蓝色实线表示解析解，红色的点表示数值解。对比可知，模拟结果与参考文献

［１０］中给出的结果一致。

９６
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　　数值实验３：混沌现象。

在空间［－３０，３０］内考虑ＫＳ方程，参数值μ＝１，λ＝１。此时方程可用于描述一种混沌现象，初始状

态取为一个Ｇａｕｓｓ型脉冲，表达式为：狌（狓，０）＝ｅ－狓
２

；带有齐次边界条件，即：狌（－３０，狋）＝狌（３０，狋）＝０。

这里，采用线性元对此问题进行近似模拟，时空步长分别取犺＝１／４，ｄ狋＝１／１６０００。图４给出了数值

解在不同时刻的模拟结果，与文献［１０］中的结果一致。

图３　不同时刻时波动的数值解与解析解的结果比较 图４　０≤狋≤１０狊时混沌现象的数值模拟结果

３　结　语

本文采用有限体积线性元方法求解了ＫＳ方程的初边值问题，求解过程与有限元方法非常类似。通

过实例来验证方法的有效性，并与相关文献的结果相比，证明本文所提出的方法计算过程更加简便，精确

性也能满足模拟需要，且该数值格式易于推广到其它微分方程的近似求解。
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