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基于拟解的正则化参数选取法
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摘　要：线性不适定问题中Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化参数的有效选取一直是反问题领域研究的重要问题。在模型函数

框架下，考虑了用显式迭代法求解一类拟解的近似方程，从而得到了Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化参数的近似选取。对于这

种近似选取，在传统模型函数下基于拟解方程提出了选取正则化参数的新算法，并得到该算法的局部收敛性。

最后，给出了求解不适定问题的数值实现，说明了算法的有效性。
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２０世纪以来，随着科学技术的不断发展，数学物理反问题引起了许多学者的广泛重视及深入研究。

从数学角度来看，一些经典的反问题有：声波逆散射问题、第一类积分方程的求解、逆时热传导问题、椭圆

方程Ｃａｕｃｈｙ问题等
［１５］。在实际问题中反问题大量出现于医学图像重建与处理、地质探测、非损伤性探

测等领域，它对应于由介质外部（或内部）可测得的相关数据来确定介质内部（或外部）的结构问题，甚至还

可以确定介质的边界条件等信息。反问题得以飞速发展，与学者们不断提出的高效稳定的反问题算

法［６８］有着密切的联系。

反问题往往是不适定的，需要用正则化方法进行求解，因此正则化参数的选取非常重要，这将直接影

响正则解与精确解之间的误差。文献［９］提出了基于吸收 Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理，用模型函数的方法求解正
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则化参数。文献［１０ １１］对模型函数法加以改进，得到了基于吸收 Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理且全局收敛的一些

新模型函数算法。本文借助于由Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法提出的拟解概念，引入一个含待定参数且具有解

析表达式的函数来构造拟解方程的局部逼近形式，从而求解得拟解方程的近似零点。这是一种迭代算法，

在迭代过程中，模型函数的待定参数是不断更新的，并且得到了算法的收敛性。文中的数值算例验证了所

提算法的可行性。

１　问题的叙述

考虑如下形式的反问题：

犓狓＝狔 （１）

其中犓 是从希尔伯特空间犡 到犢 的线性紧算子，故犓－１存在。假设算子犓 为单射，当右端项狔∈犓（犡）

时，算子方程（１）有唯一的解。但在实际应用中，输入数据狔经常被一些微小误差所影响，记狔δ 为狔的误

差水平为δ的扰动数据，因此在有误差的右端数据狔δ 满足‖狔δ－狔‖犢≤δ的条件下，考虑算子方程（１）的

等价形式

犓狓δ＝狔
δ （２）

但是因为：①若狔δ犓（狓），则式（２）无解；②若狔δ∈犓（狓），当δ→０时，算子犓
－１无界，则式（２）的解狓δ

可能不收敛到方程的精确解狓，所以我们无法从式（２）中直接解出狓的近似值狓δ。因而，解形如式（１）的线

性不适定反问题，常用的方法是Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化，其基本思想为求泛函

犑α（狓）＝‖犓狓－狔
δ
‖
２
犢＋α‖狓‖

２
犡 （３）

的极小元狓α
（δ），δ，从而得到式（１）的稳定近似解，其中α＝α（δ）＞０为正则化参数，应适当选取，使得泛函式

（３）的极小元狓α
（δ），δ满足当δ→０时狓

α（δ），δ
→狓。该正则化解一方面可使‖犓狓－狔δ‖

２
犢 较小，另一方面通过罚

项α‖狓‖
２
犡 保证解的稳定性。

在正则化方法中，正则化参数的选取起着至关重要的作用，其选取的结果直接影响正则化解与精确解

的近似程度。因此正则化参数的有效选取一直是不适定问题研究中的一个重要课题。本文在Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则化下，基于拟解方程给出正则化参数的模型函数选取方法。首先由Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化的相关结论给

出拟解方程。

２　拟解方程

引理１
［１２］：设狔∈犢，α＞０，且狓α

（δ），δ是方程

α狓
α（δ），δ＋犓犓狓α

（δ），δ＝犓
狔 （４）

的唯一解，则有如下结论：①狓α
（δ），δ连续地依赖于α，狔；②映射α→‖狓α

（δ），δ
‖犡 非单调增，且有ｌｉｍ

α→＋∞
狓α

（δ），δ＝０；

③映射α→‖犓狓
α（δ），δ－狔‖犢 非单调减，且有ｌｉｍ

α→０
犓狓α

（δ），δ＝狔；④若犓
狔≠０，则映射α→‖狓α

（δ），δ
‖犡 为严格

单调减，映射α→‖犓狓α
（δ），δ－狔‖犢 为严格单调增。

在精确解的相关先验信息下，从优化理论角度看，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法可以看成两个带约束的优化

问题。

问题１：假设δ＞０，在约束条件‖犓狓－狔‖≤δ下求‖狓‖的极小值（偏差原理）。

问题２：假设ρ＞０，在约束条件‖狓‖≤ρ下求‖犓狓－狔‖的极小值 （拟解，Ｉｖａｎｏｖ，１９６２）
［１２］。问题２

的等价形式为

‖犓狓ρ
，δ－狔‖＝ｉｎｆ｛‖犓狓－狔‖：‖狓‖≤ρ｝，　　ρ＞０

其中狓ρ
，δ：＝狓α

（δ），δ，既是泛函式（３）达到极小值时的极小元也是式（１）的解，称为算子方程（１）的具有模约束

ρ的拟解。

定理１：假设犓 为从希尔伯特空间犡 到犢 有界的一一的线性算子，犓（犡）在犢 中稠密，在ρ＞０下，

狔∈犢，式（１）有唯一的具有模约束ρ的拟解。

２６



　第４期 胡宇清：基于拟解的正则化参数选取法

根据拟解的定义，具有模约束ρ的拟解可以看成是 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法中α的选取使得狓
α（δ），δ＝

（α犐＋犓犓）－１犓
狔
［２］满足‖狓ρ

，δ
‖＝ρ的正则化解。因此提出拟解方程

‖狓ρ
，δ
‖＝ρ （５）

这是一个关于正则化参数α的非线性方程。如何有效求解式（５），成为正则化选取的关键。文献［２］

中用牛顿迭代法求解了拟解式（５），但迭代初值α的选取有限制条件αρ≤‖犓‖δ。基于 Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原

理，文献［９］中用牛顿迭代法及拟牛顿法解了偏差方程，但需要正则化参数α的一个非常好的初始猜测值，

这在实际应用时是不合适的。在文献［１０ １１］中提出了用模型函数法求解偏差方程，并得到了全局收敛

性，故本文在拟解式（５）的基础上构造模型函数，进而用迭代法求解正则化参数。

３　拟解方程的改进形式

由于Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化解狓α
（δ），δ依赖于α，故在下文中将正则化解简记为狓（α），即狓（α）：＝狓α

（δ），δ，

狓′（α），狓″（α）分别表示狓α
（δ），δ关于α的一阶、二阶导数。

取定α＞０，记函数犉（α）为泛函式（３）的极小值，即

犉（α）：＝
１

２
ｍｉｎ
狓∈犡
犑α（狓）＝

１

２
犓狓（α）－狔δ

２
犢＋
α
２
‖狓（α）‖

２
犡

犉（α）和狓（α）都是关于α的无穷次可微函数，狓（α）和狓′（α）分别满足如下２个等式：

α狓（α）＋犓犓狓（α）＝犓
狔
δ，　α狓′（α）＋犓犓狓′（α）＝－狓（α）

对任意的α＞０，通过计算可得

犉′（α）＝
１

２
‖狓（α）‖

２，　犉″（α）＝－（α‖狓′（α）‖
２＋‖犓狓′（α）‖

２）

当且仅当狔
δ
∈ｋｅｒ犓

时狓（α）＝０，因此在下面的讨论中都假设狔δｋｅｒ犓，从而由狓（α）≠０，得狓′（α）≠０，

最终推得：犉′（α）＞０，犉″（α）＜０。

根据犉（α）的定义，可得

２犉（α）＋２α犉′（α）＋‖犓狓（α）‖
２＝‖狔

δ
‖
２ （６）

由犉′（α）的表达式，拟解式（５）可改写为

犖（α）：＝犉′（α）－
１

２ρ
２＝０ （７）

从而犖′（α）＝犉″（α）＜０。由犉（α）的性质，可得拟解式（７）一定有解。

定理２：假设犓 为从希尔伯特空间犡 到犢 的有界的一一的线性算子，犓（犡）在犢 中稠密，则拟解式

（７）存在唯一解。

证明：由式（７）得犖′（α）＝犉″（α）＜０，犖（α）为关于α的单调减函数。根据引理１中结论①、②知，犖（α）

是α的连续函数，且ｌｉｍ
α→∞
犖（α）＝－

１

２ρ
２
＜０。另一方面，由犓（犡）在犢 中稠密及引理１中结论③知，一定存

在充分小的α＞０，使得犖（α）＞０，从而犖（α）有唯一的零点。

４　基于拟解方程的模型函数及其算法

虽然犉（α）有较好的性质，但其具体形式未知，所以直接求解拟解式（７）的数值实现较难，计算量较大，

故考虑用模型函数法求解。引进函数犉（α）的具有明确表达式的且含有待定参数的近似函数犿（α），进而

拟解式（７）可以近似为

犿′（α）－
１

２ρ
２＝０ （８）

通过不断更新模型函数犿（α）中的待定参数使其更好地逼近无明确表达式的函数犉（α），从而求解近

似式（８）可得求解拟解方程的迭代算法。

因为‖犓狓（α）‖
２ 与函数犉（α）的关系未知，故文献［１０］中考虑的传统模型函数是将式（６）中的‖犓狓（α）‖

２

３６
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局部近似于犜‖狓（α）‖
２＝２犜犉′（α），其中犜 为常数。记犉（α）的模型函数为犿（α），将犉（α）的模型函数

犿（α）代入式（６）得犿（α）＋α犿′（α）＋犜犿′（α）＝
１

２
‖狔

δ
‖
２，解出该微分方程犿（α）＝

１

２
‖狔

δ
‖
２＋

犆
犜＋α

，其中

犆和犜 为需要迭代得到的两个常数，从而新的正则化参数的近似值由拟解的近似式（８）得到。

算法步骤：１）给定初始值犽＝０，拟解的近似式（８）的零点α０，迭代误差ε＞０和模约束ρ；

２）解正则化式（４）得到狓（α犽），并计算犉（α犽），犉′（α犽）；

３）从关系式

犉（α犽）＝犿犽（α犽）＝
１

２
‖狔

δ
‖
２＋

犆犽
犜犽＋α犽

犉′（α犽）＝犿′犽（α犽）＝－
犆犽

（犜犽＋α犽）

烅

烄

烆 ２

中解出犆犽 和犜犽：

犆犽＝－
（‖犓狓（α犽）‖

２＋α犽‖狓（α犽）‖
２）２

２‖狓（α犽）‖
２

犜犽＝
‖犓狓（α犽）‖

２

‖狓（α犽）‖

烅

烄

烆 ２

（９）

４）得到第犽步的模型函数犿犽（α）＝
１

２
‖狔

δ
‖
２＋

犆犽
犜犽＋α

；

５）求解拟解的近似方程犖犽（α）＝犿′犽（α）－
１

２ρ
２＝０得其零点α犽＋１；

６）当｜α犽＋１－α犽｜≤ε时迭代停止，否则令犽：＝犽＋１，返回第１步。

式（９）中迭代更新参数犜时犜犽 的表达式正是引进模型函数时的近似关系‖犓狓（α）‖
２
≈犜‖狓（α）‖

２。

因此迭代更新参数犜，犆最终得到的犿（α）是犉（α）的一个有效近似。

定理３：若犖犽（α犽）＜０且α犽 充分小，则拟解的近似方程犖（α）＝０有唯一解，这种方法得到的解是局部

收敛的。

５　基于拟解方程的模型函数法数值算例

考虑第一类积分方程

∫
１

０
犲狋狊狓（狊）ｄ狊＝

犲狋＋１－１
狋＋１

，　　０≤狋≤１

可知方程有唯一的精确解狓（狋）＝犲狋。对观测数据狌＝
犲狋＋１－１
狋＋１

增加很小的扰动得

狌δ＝狌＋δｓｉｎ狋

此时积分方程的求解是不适定的，需要用正则化方法求解。我们取了初始值α０＝０．００１，ρ＝２，经过

２４次迭代以后得到正则化参数α＝８．２９４×１０
－５，进一步得该积分方程的正则化解，见图１。

图１　积分方程的精确解与模型函数法得到的正则化解比较
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　第４期 胡宇清：基于拟解的正则化参数选取法

选取了不同的初始值α０ 和ρ，对数值结果进行了比较（表１）。从表１可以发现，模约束ρ的取值不宜

过小，太小的话迭代步数比较多。

从图１和表１可以看出本文所提算法是可行的。

表１　选取不同初始值对应结果比较

ρ 初始值α０ 正则化参数α 迭代步数

１．８ ３ ３．５７９３犲－３ ３４８

１ ３．５７７３犲－３ ３４７

０．１ ３．５８１３犲－３ ３３１

０．０１ ３．５７６９犲－３ ２１２

２ ３ ９．１３８２犲－５ ７１

１ ９．１１４５犲－５ ７０

０．１ ９．０３４０犲－５ ６２

０．０１ ８．５１３１犲－５ ４５

３ ３ １．２６１５犲－５ ２１

１ ９．０８７７犲－６ ２１

０．１ １．４７００犲－５ １７

０．０１ １．３０２７犲－５ １３

６　结　语

本文考虑了Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化过程中正则化参数的选取，构造了拟解的近似方程。由于函数犉（α）的

具体形式未知，故提出含待定参数且有解析表达式的模型函数犿（α）近似犉（α），通过对拟解近似方程的逐

步迭代，得到其近似零点，该零点即为正则化参数。从数值算例可以看出，基于拟解方程的模型函数法是

有效的。
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