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弱犇狅犻犎狅狆犳模范畴的诱导函子
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摘　要：设犎 是弱 Ｈｏｐｆ代数，犃／犅是犎 扩张，从弱ＤｏｉＨｏｐｆ模范畴 　
犎
犃
到右犅 模范畴 　犅的余诱导函子

（－）犮狅犎存在左伴随。证明了若犎 具有双射对积犛，且存在犎 上的 Ｈａａｒ积分λ，则（－）犮狅犎也具有右伴随，称之为

诱导函子。作为应用，在犃 是有限生成右犅 模条件下，构造了联系右犅 模范畴 　犅和弱ＤｏｉＨｏｐｆ模范畴

　
犎
犃
的谱序列。
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犃犫狊狋狉犪犮狋：Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ犎ｉｓａｗｅａｋＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈａｂｉｊｅｃｔｉｖｅａｎｔｉｐｏｄｅ犛ａｎｄａＨａａｒｉｎｔｅｇｒａｌ

λｏｎ犎，ａｎｄｌｅｔ犃／犅ｂｅａｎ犎ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ．Ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｒｉｇｈｔａｄｊｏｉｎｔ，ｃａｌｌｅｄｔｈｅｉｎｄｕｃｔｉｏｎ

ｆｕｎｃｔｏｒ，ｆｏｒｔｈｅｃｏｉｎｄｕｃｔｉｏｎｆｕｎｃｔｏｒ（－）ｃｏＨ．Ａｓａｃｏｒｏｌｌａｒｙ，ｗｅｄｉｓｃｕｓｓａｓｐｅｃｔｒａｌｓｅｑｕｅｎｃｅ

ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｒｉｇｈｔ犅ｍｏｄｕｌｅｃａｔｅｇｏｒｙ 　犅ａｎｄｗｅａｋＤｏｉＨｏｐｆｍｏｄｕｌｅｃａｔｅｇｏｒｙ 　
犎

犃 ｗｈｅｎ犃ｉｓｆｉ

ｎｉｔｅｇｅｎｅｒａｔｅｄａｓａｒｉｇｈｔ犅ｍｏｄｕｌｅ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｗｅａｋＤｏｉＨｏｐｆ；ｍｏｄｕｌａｒｃａｔｅｇｏｒｙ；ｃｏｉｎｄｕｃｔｉｏｎｆｕｎｃｔｏｒ

弱双代数和弱Ｈｏｐｆ代数
［１］通过弱化单位的余乘法和余单位的乘法推广了双代数和Ｈｏｐｆ代数，即余

乘法满足余结合律但不要求保持单位元，而余单位保持单位元但不要求是乘法映射。弱 Ｈｏｐｆ代数为研

究某些量子域理论的对称性提供了好的框架，群胚代数、面代数和广义Ｋａｃ代数是弱 Ｈｏｐｆ代数的例子。

设犎 是弱Ｈｏｐｆ代数，犃／犅是犎 扩张。对犕 ∈ 　
犎

犃
，犖 ∈ 　犅，考虑如下函子：

－犅犃： 　犅→ 　
犎

犃
，　犖 !犖 犅犃，

（－）
犮狅犎： 　

犎

犃→ 　犅，　犕 !犕犮狅犎

众所周知，余诱导函子（－）
犮狅犎 存在左伴随 犅犃。本文中，在犎具有双射对积犛，存在犎上的Ｈａａｒ积

分λ，且犃／犅是犎 扩张的条件下，我们证明了（－）
犮狅犎 具有右伴随，称之为诱导函子。作为应用，在犃是有限

生成的右犅 模的条件下，我们构造了联系右犅 模范畴 　犅和弱ＤｏｉＨｏｐｆ模范畴 　
犎

犃
的谱序列。

除特别说明外，本文中所有的线性空间、张量积和同态均定义在域犽上。对余代数和余模，我们采用

Ｓｗｅｅｄｌｅｒ记法。对余代数犆，记余乘法Δ（犮）＝∑犮１犮２，犮∈犆；对右犆 余模犕，记余模结构映射ρ（犮）＝

∑犿（０）犿（１），犿∈犕。对于未经解释的定义和记法，可参考文献［２ ３］。
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１　 预备知识

定义１．１　 设犎 既是代数又是余代数，如果犎 满足下面的条件式（１）～ （３），则称犎 为弱双代数
［１］。

对任意狓，狔，狕∈犎，

Δ（狓狔）＝Δ（狓）Δ（狔） （１）

ε（狓狔狕）＝∑ε（狓狔１）ε（狔２狕）＝∑ε（狓狔２）ε（狔１狕） （２）

Δ
２（１犎）＝ （Δ（１犎）１犎）（１犎 Δ（１犎））＝ （１犎 Δ（１犎））（Δ（１犎）１犎） （３）

其中Δ（１犎）＝∑１１ １２，Δ
２
＝ （Δ犻犱犎）Δ。

进一步的，如果存在犽 线性映射犛：犎 →犎 使得

∑狓１犛（狓２）＝∑ε（１１狓）１２，　∑犛（狓１）狓２ ＝∑１１ε（狓１２），　∑犛（狓１）狓２犛（狓３）＝犛（狓） （４）

则称弱双代数犎 为弱Ｈｏｐｆ代数，并称犛为犎 的对极。

对任意弱双代数犎，定义投射ε狋，ε狊：犎 →犎 如下。对任意犺∈犎，

ε狋（犺）＝∑ε（１１犺）１２，　ε狊（犺）＝∑１１ε（犺１２）

用犎狋表示映射ε狋的象集，犎狊表示映射ε狊的象集。

定义１．２　 设犎 是弱Ｈｏｐｆ代数。元素λ∈犎
 称为犎 上的左积分，如果对任意犺∈犎，

∑犺１λ（犺２）＝∑λ（１２犺）犛（１１） （５）

进一步的，若λ·ε狋＝ε，则称λ是正则的。类似的，可以定义犎上的右积分。正则的双边积分称为Ｈａａｒ

积分。

设犎 是弱Ｈｏｐｆ代数，λ是犎 上的Ｈａａｒ积分。由文献［４］知：

∑犺１λ（犵犺２）＝∑λ（犵２犺）犛（犵１），∑λ（犺１犵）犺２ ＝∑λ（犺犵１）犛（犵２） （６）

定义１．３　 设犎 是弱双代数，代数犃是右犎 余模。如果对任意犪，犫∈犃，

ρ（犪犫）＝ρ（犪）ρ（犫），ρ（１犃）（犪１犎）＝ （犻犱犃 ε狋）ρ（犪） （７）

则称犃为弱右犎 余模代数［５］。

设犎 是弱双代数，犃为弱右犎 余模代数。定义犃的犎 余不变子代数

犅犃
犮狅犎
＝ ｛犫∈犃狘∑犫（０）犫（１）＝∑犫１（０）１（１）｝＝ ｛犫∈犃狘∑犫（０）犫（１）＝∑１（０）犫１（１）｝

称犃／犅为犎 扩张。

定义１．４　 设犎 是弱双代数，犃是弱右犎 余模代数。若线性空间犕 既是右犃 模又是右犎 余模，

并且对任意犪∈犃，犿∈犕，满足如下相容条件：

ρ（犿·犪）＝∑犿（０）·犪（０）犿（１）犪（１） （８）

则称犕 为弱右ＤｏｉＨｏｐｆ模。

以下，总假设犎 是具有双射对积犛的弱Ｈｏｐｆ代数，λ是犎 上的Ｈａａｒ积分，犃／犅是犎 扩张，并且记

弱右ＤｏｉＨｏｐｆ模范畴为 　
犎

犃
。对犕，犖 ∈ 　

犎

犃
，记

犕犮狅犎 ＝ 犿∈犕狘∑犿（０）犿（１）＝∑犿·１（０）１（１｛ ｝）
为犕 的犎 余不变子空间，犎狅犿犎

犃（犕，犖）为由从犕 到犖 的右犃 模、右犎 余模映射构成的集合。

２　 诱导函子

设犖∈ 　犅，则犎狅犿犅（犃，犖）∈ 　犃，其右犃 模结构定义为（犳·犪）（犫）＝犳（犪犫）。对任意犳∈犎狅犿犅（犃，犖），

定义ρ（犳）∑犳（０）犳（１）：犃→犖 犎 为

ρ（犳）（犪）＝∑犳（犪（０））犛（犪（１）），犪∈犃 （９）

８５
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易知ρ（犳）∈犎狅犿犅（犃，犖 犎）

进而，若在映射δ：犎狅犿犅（犃，犖）犎 →犎狅犿犅（犃，犖 犎），δ（犳犺）（犪）＝犳（犪）犺的作用下，有

ρ（犳）∈犎狅犿犅（犃·犖）犎，则称犳是有理的。记

犎犗犕犅（犃，犖）＝ ｛犳∈犎狅犿犅（犃，犖）狘ρ（犳）∈犎狅犿犅（犃，犖）犎｝

命题２．１　在上述定义下，（犎犗犕犅（犃，犖），ρ）∈ 　
犎

犃
。若犃是有限生成的右犅 模，则犎犗犕犅（犃，犖）＝

犎狅犿犅（犃，犖）。

证明：类似文献［６］中引理２．１可证，犎犗犕犅（犃，犖）是合理定义的右犃 余模。对任意犪，犫∈犃 和

犳∈犎犗犕犅（犃，犖），　

　　ρ（犳·犪）（犫）＝∑（犳·犪）（犫（０））犛（犫（１））＝∑犳（犪犫（０））犛（犫（１））

＝∑犳（犪（０）犫（０））犛（犛
－１
ε狊（犪（１））犫（１））ε狊（犪（２））＝∑犳（犪（０）犫（０））犛（犪（１）犫（１））犪（２）

＝∑犳（０）（犪（０）犫）犳（１）犪（１）＝∑（犳（０）·犪（０））（犫）犳（１）犪（１）

其中上面第３个等式是由公式∑犪（０）ε狊（犪（１））＝∑犪１（０）１（１）
［７］和公式（７）得到的。从而ρ（犳·犪）＝

∑犳（０）·犪（０）犳（１）犪（１）。故犎犗犕犅（犃·犖）∈ 　
犎

犃
。

令犃是有限生成的右犅 模，则单射δ是双射。事实上，假设存在犪犻 ∈犃（犻＝１，…，狊）使得犃 ＝

∑
狊

犻＝１
犪犻犅。对任意犵∈犎狅犿犅（犃，犖 犎），则存在犎 的有限维子空间犞 使得犵（犪犻）∈犖 犞 犖 

犎（犻＝１，…，狊）。故犵（犃）犖犞，即犵∈犎狅犿犅（犃，犖犞）。设狏１，…，狏狋是犞的一组基，则犖犞的任

一元素都可以唯一地表示成∑
狋

犻＝１
狀犻狏犻的形式。定义π犼 ∑

狋

犻＝１
狀犻狏（ ）犻 ＝狀犼（１≤犼≤狋）。则易证π犼（１≤

犼≤狋）是右犅 模映射，并且对任意狕∈犖犞，有狕＝∑
狋

犻＝１
π犼（狕）狏犻。特别的，犵（犪）＝∑

狋

犻＝１
π犼犵（犪）

狏犻（犪∈犃）。由π犼犵∈犎狅犿犅（犃，犖 犎）（１≤犼≤狋），得犵＝δ ∑
狋

犻＝１
π犼犵狏（ ）犻 ，故δ是满射。

从而对任意犳∈犎狅犿犅（犃，犖），有ρ（犳）∈犎狅犿犅（犃，犖）犎。故犎狅犿犅（犃，犖）犎犗犕犅（犃，犖）。

证毕。

由上，可以定义诱导函子为

犆狅犻狀犱犎犗犕犅（犃，－）：　犅→ 　
犎

犃

引理２．１　１）对任意犕 ∈ 　
犎

犃
，犘犕：犕 →犕

犮狅犎，犘犕（犿）＝∑λ（犿（１））犿（０）是右犅 模幂等满同态。

２）对任意犖 ∈ 　犅，θ犖：犆狅犻狀犱（犖）
犮狅犎
→犖，θ（犳）＝犳（１犃）是右犅 模同构映射。

证明：１）由文献［８］知Ｉｍ（犘犕）犕
犮狅犎。再由λ是Ｈａａｒ积分，易证犘犕是右犅 模满同态，且犘犕犘犕 ＝犘犕。

２）θ犖 是单同态：假设犳（１犃）＝０且ρ（犳）＝∑犳·１（０）１（１），则对任意犪∈犃，有∑犳（１（０）犪）１（１）＝

∑犳（犪（０））犛（犪（１））。等式两边作用映射犻犱犖 λ，由（１）得

犳（犪）＝犳（犘犃（犪））＝犳（１犃）·犘犃（犪）＝０

θ犖 是满同态：对狀∈犖，定义犳狀：犃→犖，犳狀（犪）＝狀·犘犃（犪），犪∈犃。则犳狀 即为狀的原象。事实上，

犳狀 显然是右犅 线性的，且

∑犳狀（犪（０））犛（犪（１））＝∑狀·犪（０）λ（犪（１））犛（犪（２））＝∑狀·１（０）犪（０）λ（１（１）犪（１））犛（犪（２））

＝
（６）

∑狀·１（０）犪（０）λ（１（１）犪（１））１（２）＝∑犳狀（１（０）犪）１（１）

于是ρ（犳狀）＝∑犳狀·１（０）１（１），即犳狀 ∈犆狅犻狀犱（犖）
犮狅犎

证毕。

９５
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　　 定理２．１　（（－）
犮狅犎，犆狅犻狀犱）是伴随对，且（－）

犮狅犎
犆狅犻狀犱＝１ 　犅

证明：设犕 ∈ 　
犎

犃
，犖 ∈ 　犅。对任意犪∈犃，犿∈犕，犳∈犎狅犿犅（犕

犮狅犎，犖），定义

α：犎狅犿犅（犕
犮狅犎，犖）→犎狅犿

犎
犃（犕，犆狅犻狀犱（犖）），α（犳）（犿）（犪）＝犳（犘犕（犿·犪））

显然α（犳）（犿）是右犅 线性，而α（犳）是右犃 线性的。要证α（犳）是右犎 余线性的，且α（犳）（犿）∈

犆狅犻狀犱（犖）犎狅犿犅（犃，犖），只需证明ρα（犳）＝δ（α（犳）犻犱犎）ρ犕

事实上，

ρ（α（犳）（犿））（犪）＝∑α（犳）（犿）（犪（０））犛（犪（１））＝∑λ（犿（１）犪（１））犳（犿（０）·犪（０））犛（犪（２））

＝∑λ（犿（１）犪（１））犳（犿（０）·犪（０））犿（２）＝∑α（犳）（犿（０））（犪）犿（１）

＝∑（α（犳）犻犱犎）（犿（０）犿（１））（犪）

对任意犵∈犎狅犿
犎
犃（犕，犆狅犻狀犱（犖）），犿∈犕

犮狅犎，有如下合理定义的映射：

β：犎狅犿
犎
犃（犕，犆狅犻狀犱（犖））→犎狅犿犅（犕

犮狅犎，犖），　β（犵）（犿）犵（犿）（１犃）

是α的逆映射。因此，进而可得犆狅犻狀犱是（－）
犮狅犎 的右伴随。

一方面，对任意犪∈犃，犿∈犕，犵∈犎狅犿
犎
犃（犕，犆狅犻狀犱（犖）），

αβ（犵）（犿）（犪）＝∑λ（犿（１）犪（１））β（犵）（犿（０）·犪（０））＝∑λ（犿（１）犪（１））犵（犿（０）·犪（０））（１犃）

＝∑λ（犿（１）犪（１））（犵（犿（０））·犪（０））（１犃）＝∑λ（犵（犿）（１）犪（１））犵（犿）（０）（犪（０））

＝∑λ（犛（犪（１））犪（２））犵（犿）（犪（０））＝犵（犿）（犪）

另一方面，对任意犿∈犕
犮狅犎，犳∈犎狅犿犅（犕

犮狅犎，犖），

βα（犳）（犿）＝α（犳）（犿）（１犃）＝∑λ（犿（１）１（１））犳（犿（０）·１（０））

＝∑λ（ε狋（犿（１）））犳（犿（０））＝犳（犿）

最后，由引理２．１可得（－）
犮狅犎
犆狅犻狀犱＝１ 　犅

证毕。

推论２．１　 设犃是有限生成的右犅 模，犕 ∈ 　
犎

犃
，犖 ∈ 　犅，则有谱序列

犈狓狋犎狆犃 （犕，犈狓狋狇犅（犃，犖））犈狓狋狆
＋狇
犅 （犕

犮狅犎，犖），　狆，狇≥０

证明：因为犃是有限生成的右犅 模，所以由命题２．１知，犎犗犕犅（犃，犖）＝犎狅犿犅（犃，犖）。于是由定理

２．３和复合函子的犌狉狅狋犺犲狀犱犻犮犽谱序列可得命题成立。

证毕。
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