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基于超立方体的多目标量子行走搜索算法
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摘　要：提出了可以解决多目标搜索的量子行走算法。量子行走是一种通用的量子计算工具，理论上可以实现

任意量子算法。当前提出的基于量子行走的无结构数据库搜索算法只能进行单目标搜索。多目标搜索是一种

更常见的问题。为了求解多目标搜索算法，基于超立方体上量子行走框架提出了新的硬币算子，通过对目标节

点入边的幅度扩大，增加测量到目标节点的概率，最终解决了多目标搜索问题。最后证明了算法的查询复杂度

为犗 犖

槡（ ）犕 。
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量子信息科学是结合了量子物理和计算机科学的一门交叉学科［１３］。利用量子的特殊物理性质，计

算机科学研究领域中的很多瓶颈都被打破，如无条件安全通信、算法加速等。量子计算是量子信息科学中

的重要分支之一。１９９４年，Ｓｈｏｒ基于量子傅里叶变换，提出了大数质因子分解算法，在最好的经典算法复

杂度基础上有指数级的加速［４］。１９９６年，Ｇｒｏｖｅｒ提出了一个全新的量子算法———在无结构数据库上进行

搜索的算法［５］。Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法在最好的经典算法复杂度基础上有二次加速。由于大量的ＮＰ问题都
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可以转换为一个多项式复杂度的判定问题和一个指数级复杂度的无结构数据库上搜索的问题，因此

Ｇｒｏｖｅｒ算法的应用面广，意义重大。经过十几年的研究发展，在无结构数据库上的搜索问题有了很多不

同的量子算法解决方案，基于量子行走的搜索算法就是其中一种。

量子行走是经典的随机行走在量子计算中对应的理论。不同于经典随机行走的是，量子行走有其特

有的物理现象———量子干涉效应。由于量子干涉效应，量子行走的粒子扩散速度比经典随机行走有二次

加速。因此从理论上说，基于量子行走设计的算法将比经典随机行走有着二次加速。２００３年，ＮｅｉｌＳｈｅｎ

ｖｉ提出了一种基于量子行走的无结构数据库上搜索算法（Ｓｋｗ算法）
［６］。在此后许多学者都基于Ｓｋｗ算

法提出了新的量子算法。但是Ｓｋｗ算法在硬币算子中规定只能做单一目标搜索。当目标多于一个时，论

文中定理１就无法成立。文献［７］在最后一节提出了一种在原算法基础上的改进方案，但是没有证明其正

确性。

在无结构数据库搜索问题中多目标搜索更加常见，因此也更加重要。为了对Ｓｋｗ算法在多目标搜索

的情况下进行推广，本文基于超立方体量子行走框架，提出了在多目标搜索情况下的搜索算法，假设搜索

的目标有犕 个，那么查询复杂度为犗 犖

槡（ ）
犕

。

１　量子行走基础知识

由于直接将经典随机行走量子化会引起行走的塌缩，即朝一个方向行走的概率为１，所以需要使用一

些其他的方法来表示量子行走。当前最常用的方法有两种：基于“投掷硬币”的量子行走和边上的量子行

走［８９］。本文使用前一种方法。

基于硬币的量子行走将算法的运行空间犎分成两个希尔伯特空间的张量：犎＝犎犾犎犮。其中犎犾 为

位置空间，由节点向量张成；犎犮为硬币空间，由行走的方向向量张成。属于犎 的一个向量（带方向的行走

者）可以表示为｜珝狓｜犱〉。算法的一步可以表示为：

１）令行走者经过抛掷硬币算子（犐犆０）：

｜珝狓〉｜犱〉
犐犆
→
０

｜珝狓〉｜犱′〉

２）令行走者根据新的方向经过偏移算子犛行走一步：

｜珝狓〉｜犱′〉 →
犛
｜珝狓′〉｜犱′〉

将算法迭代狋次以后测量位置空间得到最终行走的结果。在超立方体上行走有更多的特殊性质。

２　基于超立方体的量子行走多目标搜索算法

２．１　量子行走多目标搜索算法

Ｓｋｗ算法在自然推广到多目标搜索情况时，继续使用原文证明的推广形式是错误的。在单目标情况

下证明其正确性时，使用了商图的概念。将超立方体上行走变为线上行走的前提条件是行走的犝 算子必

须和比特置换算子犘犻犼对易。在原文定理１中进行了证明：

犘犻犼犝′犘犻犼 ＝犘

犻犼犝犘犻犼－２犘


犻犼犛·（狘狊犮〉〈狊犮狘狘

→
０〉〈
→
０狘）犘犻犼 ＝犝－

２

槡狀
∑
狀－１

犱＝０

犘犻犼狘犱，犲
→
犱〉〈犱，

→
０狘犘犻犼 ＝犝′

这个等式的最后一步能够成立就要求搜索的目标态必须是｜
→
０〉或者是｜珤犖〉。将Ｓｋｗ算法自然推广到

多目标情况时需要考虑到定理１并不适用于多目标。本文基于超立方体在多目标搜索下的情况提出新的

硬币算子，并证明经过犗 犖

槡（ ）
犕

次迭代后可以以接近１／２的概率直接测量得到目标态，并且再最多进行狀

次检查后将得到目标态的概率提高到接近于１。

将节点全集划分为３个集合：目标节点集合α＝｛｜狓〉｜｜狓〉ｉｓｍａｒｋｅｄ｝，目标邻居节点集合β＝｛｜狔〉｜犛｜

狔〉∈｜α〉｝，其他节点集合γ＝｛｜狕〉｜｜狕〉∈｜α〉∪｜β〉｝。量子行走算子迭代的目标就是要增加目标节点集合

６
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α的幅度。

设判定目标节点的算子为：Ｏｒａｃｌｅ＝－∑｜狓〉｜狓〉〈狓｜。构造新的硬币算子犆如下：

犆＝（犐＋Ｏｒａｃｌｅ）犌＋Ｏｒａｃｌｅ犐

当初态首次经过硬币算子犆后，会翻转目标节点出边的相位。经过了犛算子一步行走后，目标节点

出边相位值将会转变为入边相位值，即β中指向α的子集（下文中称为目标态），也正是需要进行幅度放大

的部分。在第二次经过犆算子时，犌算子将会放大相位为负的边的幅度。令多目标搜索算子犝＝犛犆。反

复迭代犝 算子即可增加目标态的幅度，从而使得目标节点的幅度变大。可以证明迭代次数为犗 犖

槡（ ）
犕

，

可使直接测量到目标态的概率接近１／２，再通过检查测量结果的所有邻居可以将最终得到目标态的概率

接近１。

２．２　算法分析

假设目标节点共有犕 个，即｜α｜＝犕。可以设犕犖。设犎 中一个一般的状态为：

狘ψ〉＝∑
２
狀

犻＝０
∑
狀

犱＝０

α犻犱狘犻〉狘犱〉

节点｜犻〉在经过狋步以后概率的计算可以定义为：

狆
狋（犻）＝∑

犱

狘α犻犱狘
２

因此可以通过分析所有的出边幅度变化来获得节点幅度的变化。下面将会给出犝 算子只作用在方

向空间的变换形式。一般积状态可以变换为：

狘ψ〉＝∑
珒犻
∑
狀

犱＝０

α犻犱狘珒犻〉狘犱〉＝
１

２槡
狀∑珒犻

狘珒犻〉狘φ珒犻〉

其中狘φ珒犻〉＝∑
狀

犱＝０

２槡
狀
α珒犻犱狘犱〉，犝狘ψ〉＝

１

２槡
狀∑珒犻

狘珒犻〉犚珒犻狘φ珒犻〉。令犚珒犻 ＝犚珒犻犛·犚珒犻犆。

用犚珒犻犆 重新定义算子犆＝ 犐＋（ ）Ｏｒａｃｌｅ 犌＋Ｏｒａｃｌｅ犐：

犚珒犻犆 ＝
－犐 ｉｆ犻ｉｓｍａｒｋｅｄ

２狘狊〉〈狊狘－犐 ｉｆ犻｛ ｉｓｎｏｔｍａｒｋｅｄ

其中狘狊〉＝
１

槡狀
∑
狀

犱＝０

狘犱〉。

用犚珒犻犆 重新定义算子犛＝∑
犱
∑
珗狓

狘珝狓犲
→
犱，犱〉〈珝狓，犱狘：

犚珒犻犛狘φ珒犻〉＝∑
狀

犱＝０

２槡
狀
α（珒犻犲→犱）犱狘犱〉

根据上面的公式，可以将位置向量空间的分析转化为对出边向量空间的分析。出边的搜索空间是位置

搜索空间的狀倍，因此需要扩大原有的搜索空间，方法为原搜索空间中所有的元素都复制到原来的狀倍。

如图１所示，所有的出边分成了空心组和实心组。注意到迭代算子犚珒犻＝犚珒犻犛·犚珒犻犆。第一次执行犚珒犻犆算

子时，犚珒犻犆会对｜珒犻〉节点中的３个边元素（狀ｃｕｂｅ是狀个边元素）做均值反演或者是Ｏｒａｃｌｅ。然后执行犛算

子时，犚珒犻犛将所有邻居节点朝向｜珒犻〉的边元素都变为节点｜珒犻〉的边元素，变换到图２的状态。如图２所示，第

二次迭代时将犚珒犻犆会继续对第｜珒犻〉节点中所有边元素做均值反演或者是Ｏｒａｃｌｅ，注意此时空心组和实心组

并没有发生交叉，也就是说无论是均值反演还是Ｏｒａｃｌｅ都会在本组内进行，不会影响到其他组。再次迭

代就会回到第一次的情况。

假设图１的左上角实心边元素聚集的节点｜珒犻〉为解。那么在第一次迭代中，犚珒犻犆算子会认为这３个实

心边元素为边解，对这３个元素进行Ｏｒａｃｌｅ运算。在迭代一次后，进入到图２状态，犚珒犻犆算子同样会认为处

于狊位置的３个空心边元素为边解。也就是说虽然将总的边元素分成了两组，但是在每一组内都有同样

多的边解。

７
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图１　第一次执行犚珒犻犆算子时的情况
　　　　　

图２　第二次执行犚珒犻犆算子时的情况

根据以上的分析，可以将超立方体上量子行走的分析转化成对一个特殊的Ｇｒｏｖｅｒ算法进行分析。详

细的分析方法如下：

首先将所有的节点分割成狀＋１组。随机挑选一个目标节点，设与目标节点汉明距离最大的节点为终

结组犞狀（汉明距离为狀），目标节点为犞０。凡是犿≠０，犿≠狀，犞犿 中的每一个节点都有犿 个元素在移动中

朝向犞０ 方向，狀－犿个元素朝向犞狀 的方向。犿值为犞犿 与犞０ 的汉明距离。也可以说每个边元素都在不

同节点组之间移动。假设有一组元素在犞犿 和犞犿＋１之间进行移动，将这组边元素称为犌犿。由于对称性，

可以知道处于同一组的边元素相位都是相等的。共有狀组边元素，设从犌０ 到犌狀－１。

均值反演运算是在两个相邻的边元素组之间进行，犌犿 先与犌犿－１的元素进行，再与犌犿＋１的元素进行，

反复如此。每次均值反演都会增加标号小的边元素，降低标号大的边元素。在运算时，只有两个组是特殊

的。犌０ 没有前面的组，所以犌－１犌０ 会做Ｏｒａｃｌｅ运算。犌狀－１没有后面的组，因此犌狀－１犌狀 不变。

如果只关心目标节点的幅度扩大，那么实际上只需要考察目标节点犌０犌１ 运算即可，因为这次运算才

是真正增加了目标节点的幅度值。犌０犌１ 运算中的边元素数量是犌０ 为１，犌１ 为狀－１（这里已经除去了数

量上的公约数，因为是算均值）。以此类推，犌犿犌犿＋１中犌犿 数量为犿＋１，犌犿＋１数量为狀－犿－１。

每个边元素组中边元素的数量可以不需要考虑。注意到每个组的元素值都相等，并且在进行均值反

演运算时只考虑两组之间参与联合运算的元素的数量，因此只需要计算每个组中一个元素的值就足够了，

不需要了解每个边元素组中共有多少个边元素。

在无Ｏｒａｃｌｅ的均值反演过程中，会降低原本大的值，增加原本小的值。但是增加和减少的值都为

犗
ω（ ）狀 ，设ω＝

１

狀２槡
狀
，可以看到ω是决定性的值。第犌犿－１犌犿 组中的均值运算应该是：

犿 ω－犗
ω（ ）（ ）狀

＋（狀－犿）ω

狀
＝ω－

犿
狀
犗
ω（ ）狀

由于犿
狀
≤１，所以每次计算的均值为ω－犗

ω（ ）狀 。令犌犿－１中元素值为ω＋犗
ω（ ）狀 ，犌犿 组元素为ω－犗

ω（ ）狀 。

可以看出在这种传递性的均值反演计算下，犌１ 中元素的值虽然在和犌０ 中元素发生运算时降低了犗
ω（ ）狀 ，

但在计算犌１犌２ 时，又提高了犗
ω（ ）狀 ，而且总体看其大小为ω＋犗

ω（ ）狀 。由于犌１ 中元素的值始终为ω＋

犗
ω（ ）狀 ，可以通过犌０犌１ 运算令犌０ 中元素值每次增加２ω－犗

ω（ ）狀 。

上面的内容为其中一个目标节点的变化，由于每次增加的幅度值为犗
１

狀２槡（ ）狀 ，因此只要最多 ２槡
狀

槡犕
次

迭代就可以令幅度值变化为接近于 １

槡狀犕
，此时得到边解的概率为

１

槡狀犕

２

×狀犕＝１。在一个组中得到边

解的概率可以接近于１。但是在进行最终的测量时由于是对节点进行，由于只有某一组的犌０ 存在于犞０，

８
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因此测量到犞０ 的概率接近１／２。另外一个组的犌０ 的元素则分散到了当前的犞１ 中，还有１／２的概率会测

量到犞１ 中的某个节点。如果可以将犞１ 和犞０ 进行联合测量，即可令测量到解的概率接近于１。共有犮
１
狀＝

狀组犞１，每次只要多检查狀个邻居节点即可以接近于１的概率测量到解。根据文献［７］中的算法，经过直

接测量后检查得到的结果是否为需要的解，如果不是则再将测量得到结果的所有邻居分量都再次检查一

遍即可得到最终要搜索的分量。这个过程只增加了狀次查询，即犗（ｌｏｇ犖）的查询复杂度，因此总体的复

杂度不变。

３　结　语

无结构数据库上进行搜索一直是重要的问题之一。因为大量的ＮＰ问题都可以变换为一个多项式复

杂度的判定问题和一个无结构数据库上搜索的问题。因此能够找到高效率的无结构数据库上搜索的算

法，对于高效解决ＮＰ问题有很大的帮助。量子计算通过高度的并行计算带来了非常快的计算速度。量

子行走是量子计算中重要的算法框架之一。尽管当前尚且没有通用量子计算机，但是随着ＤＷａｖｅ２等特

型量子计算机的纷纷面世，通用量子计算机也必将在不远的将来到来。因此讨论如何运用量子行走框架

解决无结构数据库上的搜索问题是非常具有价值的。

Ｓｋｗ算法可以快速求解无结构数据库上搜索的问题。但是Ｓｋｗ算法只能搜索一个目标。而搜索多

个目标才是一个更一般性的问题。为了能够搜索多目标，本文提出了基于超立方体上量子行走的快速搜

索算法。简要地介绍了在超立方体上进行量子行走的偏移算子结构和硬币算子选取。基于放大目标态入

边的思路，设计了含有犌算子的新硬币算子。最终证只需要查询犗 犖

槡（ ）
犕

次，就可以接近１的概率得到

目标态。
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