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摘　要：在Ｆｉｓｈｅｒ提出的中心 Ｗｉｓｈａｒｔ分布的基础上进一步讨论非中心 Ｗｉｓｈａｒｔ的背景、定义，并且利用密度函

数分解的方法证明了某种分块形式下非中心 Ｗｉｓｈａｒｔ矩阵分块阵所服从的分布。
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多元正态分布族，对于多元统计分析而言，无论在理论还是应用领域，一直为统计学研究的中心。历

时数百年，经过众多学者的不断努力，至今已得到多方面的重要进展。它是多元统计分析理论中最为成熟

的重要分支，而 Ｗｉｓｈａｒｔ分布是 Ｗｉｓｈａｒｔ在研究一类与多元正态分布族关系密切的统计量时发现的重要

分布，在计量经济、工业、生物等领域都有广泛的应用［１４］。Ｗｉｓｈａｒｔ分布密度的推导是多元分析发展史上

的一个重要突破点。Ｆｉｓｈｅｒ（１９１５）首先求出了二维 Ｗｉｓｈａｒｔ分布的密度函数；Ｗｉｓｈａｒｔ于１９２８年定义了

实对称非负定矩阵上一种分布，得到了多维 Ｗｉｓｈａｒｔ分布的密度函数，现称为 Ｗｉｓｈａｒｔ分布，随后出现了

各种各样的推导方法。

Ｗｉｓｈａｒｔ分布在多元分析中有很重要的地位。正如中心分布推广为中心 Ｗｉｓｈａｒｔ一样，非中心

Ｗｉｓｈａｒｔ分布是非中心χ
２ 分布的推广。本文根据非中心 Ｗｉｓｈａｒｔ分布的定义讨论其是否和中心 Ｗｉｓｈａｒｔ

分布有类似的性质，比如分块阵分布的特点。

１　非中心 犠犻狊犺犪狉狋分布的定义

定义１
［５］
　若犃＝犣′犣，其中矩阵犣～犖狀×犿（犕，犐狀Σ），则称犃服从自由度为狀、协方差为Σ＞０、非中

心参数为Ω＝Σ
－１犕′犕 的非中心 Ｗｉｓｈａｒｔ分布，记为犃～犠犿（狀，Σ，Ω）。

引理１
［５］
　设犃～犠犿（狀，Σ，Ω），狀≥犿，则犃的密度为
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定义２
［５］
　矩阵变量超几何函数定义为
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其中∑
狋

表示关于犽的所有划分狋＝（犽１，…，犽犿）求和，这里犽１≥犽２≥…≥犽犿≥０，∑犽犻＝犽，犆狋（犡）是犿×

犿对称矩阵犡 的相对于划分狋的带状多项式，而广义超几何系数（犪）狋为
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其中（犪）犽犻＝犪（犪＋１）…（犪＋犽犻－１），（犪）０＝１。

引理２
［５］
　设犡是一个狀×犿实矩阵，犿≤狀，犎＝（犎１，犎２）∈犗（狀），这里犎１ 是狀×犿矩阵，则
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其中（犱犎）表示犗（狀）上的标准不变测度。

２　非中心 犠犻狊犺犪狉狋矩阵分块阵的分布

定理１　设狀×犿矩阵犣～犖狀×犿（犕，犐狀Σ），这里狀＞犿，于是犃＝犣′犣～犠犿（狀，Σ，Ω），其中Ω＝Σ
－１犕′犕，

将犃作分割，类似地Σ可分割成Σ＝
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，其中犃１１，Σ１１：犿１×犿１，犃２２，Σ２２：犿２×犿２，犿＝犿１＋犿２，再

对犕 作分割犕＝（犕１　犕２），其中犕１：狀×犿１，犕２：狀×犿２。当Σ１２＝０，犕１＝０时，有如下结论：
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证明：因为犣～犖狀×犿（犕，犐狀Σ），则犃～犠犿（狀，Σ，Ω），从而犃的密度函数为
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当Σ１２＝０，犕１＝０时，上式可化简为：
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以上证明用到事实：
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由式（３）表示的密度因子分解形式可知，其中第一行是犃１１．２的密度函数，第二行是给定犃２２下犃１２的条

件密度函数，最后一行是犃２２的密度函数。

从而根据式（３）分别有：

犃１１．２～犠犿
１
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３　结　语

中心 Ｗｉｓｈａｒｔ矩阵分块阵的分布，是一个非常有用的定理
［５］，但在非中心 Ｗｉｓｈａｒｔ分布的部分却没有

提及。本文通过密度函数分解的方法证明了非中心 Ｗｉｓｈａｒｔ分布在某种分块情况下所服从的方式。
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