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高次互反律和数犺２狀±１的素性判定
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摘　要：大素数在数据传输的安全性方面越来越重要，此外，现代密码学中许多密码协议的构造都依赖于大素

数，例如，ＲＳＡ公钥密码体制的生成就用到了大素数。主要给出了一类特殊形式整数犺２狀±１（其中犺不被１７整

除）的素性判定算法，该算法对固定的犺只需两个递推序列，并且序列的首项只依赖于犺，而与狀无关，算法的时

间复杂性为确定性拟二次多项式时间。在算法的构造过程中主要利用了高次互反律，即八次和十六次互反律。
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素数是数论中最古老的概念之一，早在公元前４世纪古希腊数学家欧几里得就证明了素数存在无穷

多个。大素数在用于数据传输的安全性方面尤为重要，并已成为当今信息化社会不可或缺的一部分。无

论在实践中还是研究问题本身，正确有效地判别素数是一个十分关键且有趣的问题。

关于判别素数的方法，不曾接受过数学专业训练的人会想到用试除法，例如１７，至多尝试１５次除法

便知其为一个素数。但是，随着数的不断增大，这种原始的办法将变得越来越困难从而失效。例如数

２２１６０９１－１，它是一个超过６５０００位十进位的数，在１９８５年被证明是素数，如果采用的是试除法，即使耗费

再多的人力和资源，在我们的有生之年恐怕也无法验证这一事实。

对于一般的数，判定其是否素数的问题在理论上已有重大突破。Ａｇｒａｗａｌ，Ｋａｙａｌ和Ｓａｘｅｎａ
［１］在２００４
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年的ＡｎｎａｌｓｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ上正式公布了他们的算法，即著名的ＡＫＳ算法。该算法是一个用于判定一

般数素性的无条件确定性多项式时间算法。ＡＫＳ算法的时间复杂性是犗％（ｌｏｇ
７．５犖）比特运算，其中犖 是

被测试的数。理论上，ＡＫＳ算法是目前最佳的素数判定算法，但在实际中鲜有人用，这是由于ＡＫＳ算法

的计算复杂度中多项式的次数太高，且算法占用内存偏大，从而并不实用。

相对一般数，特殊形式数的素性证明通常更有研究价值，且特殊素数在密码学中也很常用。特殊数的

素性判定问题已经被不同时代的数学家所研究，如Ｆｅｒｍａｔ，Ｍｅｒｓｅｎｎｅ，Ｌｕｃａｓ等，其中Ｌｕｃａｓ（１８４２—１８９１

年）关于这方面的研究成果最著名也最丰富，详细的内容可参考 Ｗｉｌｌｉａｍｓ的著作
［２］。

Ｗｉｌｌｉａｍｓ给出了很多判定形为犃狆
狀±１的数素性的充分或必要条件。尤其是对形如犃２狀±１的数，其

中犃不能被５整除，Ｂｅｒｒｉｚｂｅｉｔｉａ等
［３］于２００３年巧妙地运用四次剩余及四次互反律得到了一个明确的素

性算法，它是确定性拟二次多项式时间的，该算法在理论及实践中均是最佳的。

本文主要研究形为犺２狀±１数的素性判定问题，其中犺不被１７整除，且犺为奇数；介绍了著名的Ｌｕ

ｃａｓＬｅｈｍｅｒ素数判定法，以及八次和十六次互反律；给出了一个判定数犺２狀±１（其中犺不被１７整除，且犺

为奇数）的确定性拟二次多项式时间的素性算法。

１　相关工作

著名的ＬｕｃａｓＬｅｈｍｅｒ素数判定法是用来判定梅森数的一个算法
［４５］。

命题１　ＬｕｃａｓＬｅｈｍｅｒ素数判定法。令犕狆＝２
狆－１，其中狆是奇素数。令狌０＝４，当犽≥１时，狌犽＝

狌２犽－１－２。则犕狆 为素数当且仅当犕狆 整除狌狆－２。

命题１的证明具体可参考文献［６］中的定理４．２．６。关于数犺２狀±１，当犺不被５整除时，Ｂｅｒｒｉｚｂｅｉｔｉａ

和Ｂｅｒｒｙ
［３］利用四次互反律导出了一个明确的拟二次多项式时间的素性算法，这是首次对数犺２狀＋１和

犺２狀－１两种情形同时进行处理，具体可参考文献［３］。

二次互反律在现实中很常见，以下介绍其的推广：八次和十六次互反律。

命题２　令犿＝８或１６，若狆是一个与犿 互素的素数，α是分犗犿 圆环中的一个本原元。则

α（ ）狆 犿

＝
（－１）

（狆－１）／２

（ ）α 犿

成立。

命题２是由Ｂｅｒｎｄｔ等人给出的，其证明见参考文献［７］中的定理１４．３．１。

２　主要结果

本节重点介绍当犺不被１７整除时，用来同时判定数犕＝犺２狀±１的明确的素性算法。

下面将分圆域扩张犙１６／犙的伽罗华群记作犌，于是犌（犣／１６犣）
，不妨设犌＝｛σ±犻｜犻＝１，３，５，７｝，其

中σ犮是域犙１６上的一个自同构，通过将ζ１６映成ζ
犮
１６所得。在这种意义下，分圆域扩张犙８／犙 的伽罗华群

Ｇａｌ（犙８／犙）＝｛σ±１｜犻＝１，３｝，这里的映射σ犮均由犌 的元素限制在域犙８ 上所得，即，σ犮此时将ζ８ 映成ζ
犮
８。

令犓１，犓２ 分别为分圆域犙８，犙１６的极大实子域，则犓１＝犙（槡２），犓２＝犙（ζ１６＋ζ
－１
１６ ），且有Ｇａｌ（犓１／犙）＝

｛σ犻｜犓
１
｜犻＝１，３｝，Ｇａｌ（犓２／犙）＝｛σ犻｜犓

２
｜犻＝１，３，５，７｝。

下面对群环犣［犌］中的任一元素τ及分圆域犙１６中的任一非零元素α，当τ＝∑σ∈犌
犽σσ时，将τ作用在

代数α上定义为α
τ
＝∏

σ∈犌

σ（α）
犽
σ ，这里犽σ∈犣，也可写作τ（α）。在犣［犌］中规定σ１＝１。

为了导出判定犕＝犺２狀±１的素性算法，需要以下两个递推序列：

（１）｛（犜犽，犖犽）｜犽≥０｝，当犽≥０时，它有如下的递推关系式：

犜犽＋１＝犜
２
犽－２犖犽－４ （１）

１５
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犖犽＋１＝犖
２
犽－２犜

２
犽＋４犖犽＋４ （２）

（２）｛（犡犽，犢犽，犣犽，犠犽）｜犽≥０｝，当犽≥０时，它有如下的递推关系式：

犡犽＋１＝犡
２
犽－２犢犽－８ （３）

犢犽＋１＝犢
２
犽－２犡犽犣犽＋２犠犽－６犡

２
犽＋１２犢犽＋２４ （４）

犣犽＋１＝２犣
２
犽－２犠犽犢犽－４犢

２
犽＋８犡犽犣犽－８犠犽＋１２犡

２
犽－２４犢犽－３２ （５）

犠犽＋１＝犠
２
犽－２犣

２
犽＋４犠犽犢犽＋４犢

２
犽－８犡犽犣犽＋８犠犽－８犡

２
犽＋１６犢犽＋１６ （６）

还需引入一个记号，将关于犿 个变量狓１，…，狓犿 的初等对称多项式记为犛犽（狓１，…，狓犿），具体定义

如下：

犛犽（狓１，…，狓犿）＝ ∑
１≤犼１＜

…＜犼犽≤犿

狓犼１，…，狓犼犽

其中１≤犽≤犿。记犽＝（－１）
（犽－１）／２犽，其中犽为任意的奇数。在下文中，犕＝（±犺）２狀＋１，用来对两个情

形犺·２狀±１同时处理的判定素性准则如下：

定理１　令犕＝犺·２
狀±１，其中０＜犺＜２

狀－６是一个奇数，犺不被１７整除，且狀≥７。令π１＝１＋２ζ
３
８∈

犙８，π２＝１－ζ１６＋ζ
５
１６∈犗１６。令｛（犜犽，犖犽）｝和｛（犡犽，犢犽，犣犽，犠犽）｝为两个递推序列，其递推公式分别为（１）（２）和

（３）（４）（５）（６），它们对应的首项为（犜０，犖０）＝（犜狉犓
１
／（α

犺
１＋珔α

犺
１），犖犿犓

１
／（α

犺
１＋珔α

犺
１））及（犡０，犢０，犣０，犠０）＝

（犜狉犓
２
／（η），犛２（η，σ３（η），σ５（η），σ７（η）），犛３（η，σ３（η），σ５（η），σ７（η）），犖犿犓２／（η）），其中α１＝（π１／珔π１）

１＋３σ３，α２＝

（π２／珔π２）
１＋３σ－５＋５σ－３＋７σ７，η＝α

犺
２＋珔α

犵
２，且珔π表示复共轭映射σ－１作用在元素π上。

则犕 为素数当且仅当犕 不被方程狓４≡１（ｍｏｄ２
狀－３）落在１＜狓＜２

狀－３中的任何解整除，以及下列条件

之一成立：

（Ⅰ）犕
≡±４（ｍｏｄ１７），且犜狀－３≡－犖狀－３≡－４（ｍｏｄ犕）；

（Ⅱ）犕
≡±２，±８（ｍｏｄ１７），且犜狀－３≡犖狀－３≡０（ｍｏｄ犕）；

（Ⅲ）犕
≡±３，±５，±６，±７（ｍｏｄ１７），且犜狀－３≡０（ｍｏｄ犕），犖狀－３≡－２（ｍｏｄ犕）；

（Ⅳ）犕
≡－１（ｍｏｄ１７），且犡狀－４≡－８（ｍｏｄ犕），犢狀－４≡２４（ｍｏｄ犕），犣狀－４≡－３２（ｍｏｄ犕），犠狀－４≡

１６（ｍｏｄ犕）．

定理１的证明主要用到八次和十六次互反律，在寻找合适的代数整数π１，π２ 时，充分利用了分圆域和

分圆环的性质，可参考文献［８］。

可以看出，定理１中用来判定的递推序列的首项（犜０，犖０）和（犡０，犢０，犣０，犠０）仅依赖于犺，与狀无关。

特别地，当犺＝１６犿－１且犿为奇数时，此时犺≡－２０（ｍｏｄ１７），从而犺固定后，对所有足够大狀的算法只

用两个固定的首项判定出犕狀＝犺·２
狀±１的素性。然而，Ｂｏｓｍａ

［９］的算法以及Ｂｅｒｒｉｚｂｅｉｔｉａ和Ｂｅｒｒｙ
［３］给出

的算法都需要无穷多个种子。

３　结　语

本文主要介绍了一个快速判定数犕＝犺·２狀±１（其中０＜犺＜２
狀－６是一个固定的奇数，犺不被１７整除，

狀≥７）素性的算法，该算法是确定性拟二次时间的，也就是说，当判定数犕＝犺·２
狀±１（其中犺不被１７整

除）的素性时，其计算复杂性仅为犗％（ｌｏｇ
２犕）比特运算。

尽管Ａｇｒａｗａｌ等
［１］已证明素数判定问题存在确定性多项式时间的算法，但该算法很不实用。本文的

定理１以及Ｂｏｓｍａ，Ｂｅｒｒｉｚｂｅｉｔｉａ等所给出的工作结果说明对特殊数犕＝犺·２狀±１，当犺不被３整除，或犺

不被５整除，或犺不被１７整除时，分别存在相应的快速算法判定其素性。这些算法至多用到两个递推序

列以及至多两个固定的首项，更重要的是，这些首项只依赖于犺（与狀无关）。所以这类算法不仅是确定性

的，且其时间复杂度为犗％（ｌｏｇ
２犕）比特运算，从而十分有效。

２５



　第２期 黄丹丹：高次互反律和数犺２狀±１的素性判定

参考文献：

［１］ＡｇｒａｗａｌＭ，ＫａｙａｌＮ，ＳａｘｅｎａＮ．ＰＲＩＭＥＳｉｓｉｎＰ［Ｊ］．ＡｎｎａｌｓｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００４，１６０（２）：７８１ ７９３

［２］ＷｉｌｌｉａｍｓＨＣ．?ｄｏｕａｒｄＬｕｃａｓａｎｄｐｒｉｍａｌｉｔｙｔｅｓｔｉｎｇ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＪｏｈｎＷｉｌｅｙａｎｄＳｏｎｓＩｎｃ．，１９９８

［３］ＢｅｒｒｉｚｂｅｉｔｉａＰ，ＢｅｒｒｙＴ．ＢｉｑｕａｄｒａｔｉｃｒｅｃｉｐｒｏｃｉｔｙａｎｄａＬｕｃａｓｉａｎｐｒｉｍａｌｉｔｙｔｅｓｔ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２００４，

７３：１５５９ １５６４

［４］ＬｅｈｍｅｒＤＨ．ＯｎＬｕｃａｓ＇ｓｔｅｓｔｆｏｒｔｈｅｐｒｉｍａｌｉｔｙｏｆＭｅｒｓｅｎｎｅ＇ｓｎｕｍｂｅｒ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＬｏｎｄｏｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＳｏｃｉｅｔｙ，

１９３５，１０：１６２ １６５

［５］ＬｕｃａｓＥ．Ｔｈéｏｒｉｅｄｅｓｆｏｎｃｔｉｏｎｓｎｕｍéｒｉｑｕｅｓｓｉｍｐｌｅｍｅｎｔｐéｒｉｏｄｉｑｕｅｓ［Ｊ］．ＡｍｅｒｉｃａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１８７８

（１）：１８４ ２４０

［６］ＣｒａｎｄａｌｌＲ，ＰｏｍｅｒａｎｃｅＣ．Ｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓ：Ａｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅ，ｓｅｃｏｎｄｅｄｉｔｉｏｎ［Ｍ］．Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ

Ｓｃｉｅｎｃｅ＆ＢｕｓｉｎｅｓｓＭｅｄｉａ，Ｉｎｃ．，２００５

［７］ＢｅｒｎｄｔＢ，ＥｖａｎｓＲ，ＷｉｌｌｉａｍｓＫ．ＧａｕｓｓａｎｄＪａｃｏｂｉＳｕｍｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＪｏｈｎＷｉｌｅｙａｎｄＳｏｎｓＩｎｃ，１９９８

［８］ＤｅｎｇＹＰ，ＨｕａｎｇＤＤ．Ｅｘｐｌｉｃｉｔｐｒｉｍａｌｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒ犺·２
狀±１［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｄｅＴｈéｏｒｉｅｄｅｓＮｏｍｂｒｅｓｄｅＢｏｒｄｅａｕｘ，２０１６，

２８（１）：５５ ７４

［９］ＢｏｓｍａＷ．Ｅｘｐｌｉｃｉｔｐｒｉｍａｌｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒ犺·２
犽±１［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，１９９３，６１：９７ １０９

（责任编辑：谭彩霞

檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿檿

）

（上接第４４页）

因此，本研究得到如下结论：１）Ｔ形多孔砖内部砖孔结构复杂，孔内部空气流动阻碍较大，具有良好的

隔热保温性能。２）Ｔ形多孔砖因其结构设计合理，在顺砌、顶砌时都有较好的热工性能。３）外保温Ｔ形

多孔砖墙体能实现可观的节能经济效益，可大量推广应用在城市、小城镇和农村的民用建筑中。
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