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卷积神经网络中的部分数学理论证明

李勤丰
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摘　要：卷积神经网络是当今深度学习领域的重要网络模型。基于最基本的三层、五层的卷积神经网络模型，在

零散的相关数学理论的基础上对卷积神经网络参数调整的有效性和方法进行了较详细的理论证明，并对网络构

建时的部分实现细节加以理论说明。突破了传统的基于实验结果的有效性说明，为卷积神经网络模型的理论研

究奠定了一定的基础，并为提高卷积神经网络模型的效率提供了一定的参考。
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卷积神经网络［１］自提出以来，许多学者对该网络模型进行了改进［２　５］，使卷积神经网络模型在图像分

类、视频分类、模式识别等智能领域有了广泛的应用，成为当今最流行的深度学习模型之一。然而卷积神

经网络模型的有效性都是通过实验结果的对比来说明，卷积神经网络的数学理论少之又少。２０１９年有文

献［６　７］开始从实验角度关注 卷 积 神 经 网 络 模 型 的 学 习 原 理。由 于 缺 乏 完 整 的 数 学 解 释 和 严 谨 的 数 学 证

明，卷积神经网络模型的有效性受到一定的质疑，模型的发展与改进也受到制约。本文在文献［８　９］给出

的卷积神经网络模型部分理论推导的基础上，作了更详细的数学解释和证明。从最基本的三层卷积神经

网络模型入手，首先证明了调整卷积神经网络的效率只需调整该模型的参数，然后用数学理论分析了模型

参数调整的原理和方法，最后对参数的更新顺序、多层卷积等网络实现细节作了说明。
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１　基本卷积神经网络模型

为便于对卷积神经网络模型的图像分类有效性作详细的理论证明，这里以最基本的三层卷积神经网

络模型（图１）为例。其中输入层输入图像数据，不计层数，实线矩形框内包含部分共用一层，表示该模型

的核心层级。箭头方向表示数据初始传播方向。

图１　最基本的三层卷积神经网络模型示意图

为便于描述，现假设该卷积神经网络模型的输入有１００个图像数据向量Ｘｎ，每个输入向量实际为２４
×２４的像素矩阵，相应的类别向量记为ｙｎ，ｎ＝１，２，…，１００。记卷积层的输入Ｘ为ｚ１。卷积层有３２个３×
３的小卷积核，Ｗｋ ＝（ｗｋｉｊ），ｋ＝１，２，…，３２为其参数，滑动时步长为１，每个卷积核有一个对应偏置ｂｋ，ｋ＝
１，２，…，３２，则输入Ｘｎ 经过卷积层后得规模为２２×２２的输出矩阵Ｈｎｋ ＝ （ｈｋｉｊ）ｎ，ｋ＝１，２，…，３２，记为ａ１。
经 过激活函数ｆ１ 后得池化层的输入矩阵Ｚ，记为ｚ２。设池化层采用２×２池化核进行最大池化，于是得规模

为１１×１１的输出矩阵Ｔｎｋ ＝（ｔｋｉｊ）ｎ，ｋ＝１，２，…，３２，记为ａ２。Ｔｎｋ（ｋ＝１，２，…，３２）就是全连接层的输入，记
为ｚ３。设全连接层有２　０４８个神经元，则每个神经元有１个偏置和３　８７２（３　８７２＝３２×１１×１１）个权值，分
别记为

槇

ｂｓ 和槇Ｗｓ ＝（ｗｓｋｉｊ），ｓ＝１，２，…，２　０４８，因此权值矩阵 槇Ｗ 的规模为２　０４８×３　８７２，可以看成分块矩阵

槇Ｗｓｋ，偏置向量为
槇

ｂ。则经过运算后得到２　０４８个神经元的值Ｑｎ ＝（ｑｓ）ｎ，ｓ＝１，２，…，２　０４８。因此Ｑ是２　０４８
维的向量，记为ａ３。则经过激活函数ｆ３ 后得到向量Ｖｎ，记为ｚ４，也是输出层的输入。输出层包含１０个神经

元，每个神经元有１个偏置和２　０４８个权值，故权值矩阵大小是１０×２　０４８，记为珡Ｗ＝（珡ｗｉｊ），相应的偏置记

为珔ｂ＝（珔ｂｊ），ｊ＝１，２，…，１０。则经过输出层运算后得到一个１０维的向量Ｕｎ，记为ａ４，再经过激活函数ｆ４ 后

得到整个网络的输出向量ｙ^ｎ，ｎ＝１，２，…，１００。^ｙｎ 的元素记为ｙ^ｎｋ，ｋ＝１，２，…，１０，^ｙｎ 是判断向量类别的依据。

２　 卷积神经网络模型的效率调整

对任何分类而言，要使卷积神经网络模型的分类效率最高，就要使模型对样本的分类准确率最高，也

就是要使初始类别向量ｙｎ 和系统输出向量ｙ^ｎ 的差距尽量小，这个差距用系统损失函数Ｅ来描述。整个系

统的损失函数Ｅ是每个输入产生的损失之和，则

Ｅ＝∑
１００

ｎ＝１
Ｅｎ ＝ １２∑

１００

ｎ＝１
‖ｙｎ－ｙ^ｎ‖２２ ＝ １２∑

１００

ｎ＝１
∑
１０

ｋ＝１

（ｙｎｋ－ｙ^ｎｋ）２ （１）

要使目标函数Ｅ的值最小，如果Ｅ是输入Ｘｎ 的凸函数，那么求Ｅ的最小值就转变为求Ｅ的极小值。先
求Ｅ的驻点。由上一节可知卷积神经网络模型各层之间的函数关系为

ｙ^ｎ ＝ｆ４（ａ４）＝ｆ４（Ｕ）＝ｆ４（Ｖ珡Ｗ＋珔ｂ）＝ｆ４（ｚ４珡Ｗ＋珔ｂ）

Ｖ＝ｆ３（ａ３）＝ｆ３（Ｑ）＝ｆ３（Ｔ槇Ｗ＋
槇

ｂ）＝ｆ３（ｚ３槇Ｗ＋
槇

ｂ）

Ｔ＝ｆ２（ａ２）＝ｄｏｗｎ（Ｚ）＝ｄｏｗｎ（ｚ２）

Ｚ＝ｆ１（ａ１）＝ｆ１（Ａ）＝ｆ１（Ｘ＊Ｗ＋ｂ）＝ｆ１（ｚ１＊Ｗ＋ｂ）

（２）

其中ｄｏｗｎ（Ｚ）表示对矩阵Ｚ进行最大池化操作，表示矩阵的每个对应元素相乘，＊ 表示矩阵的卷积。故

Ｅ的驻点满足

　　ＥＸ＝
Ｅ
Ｙ
Ｙ
Ｕ
Ｕ
Ｘ＝

Ｅ
Ｙｆ

′４（Ｕ）（珡Ｗ）ＶＸ＝
Ｅ
Ｙｆ

′４（Ｕ）（珡Ｗ）ｆ′３（Ｑ）ＱＸ

＝ＥＹｆ
′４（Ｕ）（珡Ｗ）ｆ′３（Ｑ）（槇Ｗ）ＴＸ＝

Ｅ
Ｙｆ

′４（Ｕ）（珡Ｗ）ｆ′３（Ｑ）（槇Ｗ）ｄｏｗｎ
（Ｚ）

Ｘ

６２
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＝ＥＹｆ
′４（Ｕ）（珡Ｗ）ｆ′３（Ｑ）（槇Ｗ）ｄｏｗｎ

（Ｚ）
Ａ ＡＸ

（３）

＝－∑
１００

ｎ＝１

（ｙｎ－ｙ^ｎ）ｆ′４（Ｕ）（珡Ｗ）ｆ′３（Ｑ）（槇Ｗ）ｄｏｗｎ
（ＺＺ）

Ａ （Ｗ）

其中（珡Ｗ）表示由珡Ｗ组成的表达式，符号（槇Ｗ），（Ｗ）类似。由式（３）知Ｅ
Ｘ

仅与珡Ｗ，槇Ｗ，Ｗ，ｆ４，ｆ３，ｆ１，ｄｏｗｎ（·）有

关，由式（２）知ｆ４，ｆ３，ｆ１，ｄｏｗｎ（·）（ｄｏｗｎ（·）看成是一种特殊函数）的相关结果不仅与激活函数的选择有

关，也与珡Ｗ，槇Ｗ，Ｗ，珔ｂ，
槇

ｂ，ｂ有关。因此当网络系统的超参数确定以后，只需调整网络的偏置、权值等参数就能

调整整个网络模型的效率。

３　 卷积神经网络模型参数调整的方法

系统损失函数Ｅ达到最小值时模型输出标签和真实标签最接近，模型的准确率最高，为使Ｅ最小，现
对网络分层讨论。

３．１　 输出层

输 出层的输出向量ｙ^ｎ 直接与系统损失函数Ｅ关联，由于ｙｎ 是常向量，只需要先找到合适的参数珡Ｗ，珔ｂ，

使得输出层的输入固定时ｙ^ｎ 与ｙｎ 尽量接近，从而Ｅ尽量小。

由于Ｅ是珡Ｗ 的凸函数，因此用梯度下降法能快速找到合适的珡Ｗ，珔ｂ。梯度下降法的迭代公式是

珡Ｗｎｅｗ ＝珡Ｗｏｌｄ－η
Ｅ
珡Ｗｏｌｄ

，　珔ｂｎｅｗ ＝珔ｂｏｌｄ－η
Ｅ
珔ｂｏｌｄ

（４）

求Ｅ
珡Ｗ
，Ｅ
珔ｂ
。先求Ｅ

珔ｂ
：

Ｅ
珔ｂ＝

Ｅ
Ｙ
Ｙ
珔ｂ＝

Ｅ
Ｙ
Ｙ
Ｕ
Ｕ
珔ｂ＝

Ｅ
Ｙ
Ｙ
Ｕ ＝

Ｅ
Ｕ

（５）

事实上由式（１）知

Ｅ
珔ｂ１ ＝－∑

１００

ｎ＝１

（ｙｎ１－ｙ^ｎ１）^ｙ
ｎ
１

珔ｂ１
由于Ｖｎ 是一个２　０４８维的向量，不妨设为（ｖ１，ｖ２，…，ｖ２　０４８）Ｔｎ，则矩阵

Ｕｎ ＝珡ＷＶｎ＋珔ｂ＝ ∑
２　０４８

ｊ＝１

（珡ｗｉｊｖｊ＋珔ｂｉ［ ］）１０×１
（６）

故有

ｙ^ｎ１ ＝ｆ４ ∑
２　０４８

ｊ＝１
珡ｗ１ｊｖｊ＋珔ｂ（ ）１

^ｙｎ１
珔ｂ１ ＝ｆ

′４（ｕ１）×１＝ｆ′４（ｕ１）

∴Ｅ
珔ｂ１ ＝－∑

１００

ｎ＝１

（ｙｎ１－ｙ^ｎ１）ｆ′４（ｕ１）

类似地，有

Ｅ
珔ｂｋ ＝－∑

１００

ｎ＝１

（ｙｎｋ－ｙ^ｎｋ）ｆ′４（ｕｋ）　　ｋ＝１，２，…，１０

∴Ｅ
珔ｂ＝

Ｅ
Ｕ ＝ －∑

１００

ｎ＝１

（ｙｎｉ－ｙ^ｎｉ）ｆ′４（ｕｉ［ ］）１０×１ δ４

（７）

这里定义误差对输出层的输出Ｕ 的变化率为输出层的误差灵敏度，记为δ４。同样的方法求Ｅ
珡Ｗ
：

Ｅ
珡Ｗ ＝

Ｅ
Ｙ
Ｙ
珡Ｗ ＝

Ｅ
Ｙ
Ｙ
Ｕ
Ｕ
珡Ｗ

７２
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由式（１）知

Ｅ
珡ｗｋｊ

＝－∑
１００

ｎ＝１

（ｙｎｋ－ｙ^ｎｋ）^ｙ
ｎ
ｋ

珡ｗｋｊ
　　ｊ＝１，２，…，２　０４８；ｋ＝１，２，…，１０

由式（６）知

ｙ^ｎｋ ＝ｆ４ ∑
２　０４８

ｊ＝１
珡ｗｋｊｖｊ＋珔ｂ（ ）ｋ

∴^ｙｉ
ｎ

珡ｗｉｊ
＝ｆ′４（ｕｉ）ｎ（ｖｊ）ｎ，　ｉ＝１，２，…，１０；ｊ＝１，２，…，２　０４８

∴Ｅ
珡Ｗ ＝ －∑

１００

ｎ＝１

（ｙｎｉ－ｙ^ｎｉ）ｆ′４（ｕｉ）ｎ（ｖｊ）［ ］ｎ １０×２　０４８　δ４Ｖ
ｎ （８）

３．２　 全连接层

全连接层的输出矩阵就是输出层的输入矩阵Ｖｎ，而当该层的输入固定时输出矩阵的元素值只与该层

的 偏置向量
槇

ｂ和权值矩阵槇Ｗ有关，因此需要先找到合适的 槇Ｗ，
槇

ｂ使全连接层的输出Ｖｎ 和该层对应于真实标

签的输出珚Ｖｎ 尽量接近。虽然真实的珚Ｖｎ 未知，但它与真实标签ｙｎ 有关，因此考虑用系统损失函数Ｅ间接表

示Ｖｎ 和珚Ｖｎ 的差距。

寻找 槇Ｗ，
槇

ｂ同样使用梯度下降法，参数迭代公式与输出层类似，不同的是该层的真实输出不可知，需要

用复合函数描述梯度下降，迭代公式为

槇Ｗｎｅｗ　＝ 槇Ｗｏｌｄ－α Ｅ
槇Ｗｏｌｄ

，　
槇

ｂｎｅｗ　＝
槇

ｂｏｌｄ－αＥ

槇

ｂｏｌｄ
（９）

求Ｅ
槇Ｗ
，Ｅ

槇

ｂ
：

Ｅ

槇

ｂ
＝ＥＶ

Ｖ

槇

ｂ
＝ＥＶ

Ｖ
Ｑ
Ｑ

槇

ｂ
＝ＥＵ

Ｕ
Ｖ
Ｖ
Ｑ
Ｑ

槇

ｂ
（１０）

Ｅ
槇Ｗ

＝ＥＶ
Ｖ
槇Ｗ

＝ＥＶ
Ｖ
Ｑ
Ｑ
槇Ｗ

＝ＥＵ
Ｕ
Ｖ
Ｖ
Ｑ
Ｑ
槇Ｗ

（１１）

由式（６）知

Ｕｎ

（ｖｊ）ｎ
＝

珡ｗ１ｊ


珡ｗ１０，

熿

燀

燄

燅ｊ　ｎ
　　ｊ＝１，２，…，２　０４８

∴Ｕ
Ｖ ＝

（珡ｗｉｊ）１０×２　０４８ ＝珡Ｗ （１２）

又

Ｑｎ ＝ （ｑｓ）２　０４８×１ ＝ 槇ＴＷ＋
槇

ｂ＝ （ｔｋｉｊ）１１×１１（珦ｗｉｊ）２　０４８×３　８７２＋（
槇

ｂｓ）２　０４８×１

＝ ∑
３２

ｋ＝１
∑
１１

ｉ＝１
∑
１１

ｊ＝１
ｔｋｉｊ珦ｗｓ，ｊ＋１１（ｉ－１）＋１２１（ｋ－１）＋

槇

ｂ［ ］ｓ ２　０４８×１
（１３）

∴
（ｑ１）ｎ

槇

ｂ１
＝１，　∴ＶＱ

Ｑ

槇

ｂ１
＝Ｖｑ１

ｑ１

槇

ｂ１
＝Ｖｑ１ ＝ｆ

′３（ｑ１）

同理可得

Ｖ
Ｑ
Ｑ

槇

ｂｓ
＝ Ｖ
（ｑｓ）ｎ

（ｑｓ）ｎ

槇

ｂｓ
＝ Ｖ
（ｑｓ）ｎ ＝ｆ

′３（ｑｓ），　　ｓ＝１，２，…，２　０４８

再根据式（１０）得

Ｅ

槇

ｂ
＝ＥＵ

Ｕ
Ｖ
Ｖ
Ｑ
Ｑ

槇

ｂ
＝δ４珨Ｗｆ′３（Ｑ）＝ＥＱ　

δ３ （１４）

又

８２
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Ｑ
珦ｗｓ，ｊ＋１１（ｉ－１）＋１２１（ｋ－１）

＝ （ｔｋｉｊ）ｎ

∴Ｖ
Ｑ

Ｑ
珦ｗｓ，ｊ＋１１（ｉ－１）＋１２１（ｋ－１）

＝ Ｖ
（ｑｓ）ｎ

（ｑｓ）ｎ
珦ｗｓ，ｊ＋１１（ｉ－１）＋１２１（ｋ－１）

＝ｆ′３（ｑｓ）ｎ（ｔｋｉｊ）ｎ

结合式（１１）得

Ｅ
槇Ｗ

＝ＥＵ
Ｕ
Ｖ
Ｖ
Ｑ
Ｑ
槇Ｗ

＝δ４珡Ｗ［ｆ′３（ｑｓ）ｔｋｉｊ］２　０４８×３　８７２ ＝δ４珡Ｗｆ′３（Ｑ）Ｔｎｋ ＝δ３Ｔｎｋ （１５）

３．３　 池化层

池化层的输出就是全连接层的输入Ｔｎｋ。池化方法确定时，池化层的输出只与池化层的输入矩阵Ｚｎｋ 有

关，根据Ｔｎｋ 就能还原Ｚｎｋ，若用函数ｕｐ（·）表示还原矩阵的过程，则Ｚｎｋ ＝ｕｐ（Ｔｎｋ）。以最大池化为例，设

Ｚｎ１ ＝ｕｐ（Ｔｎ１）＝

０ ０
０ ｔ１１１

… ｔ１１，１１ ０
０ ０

 … 

０ ０
ｔ１１１，１ ０

… ０ ｔ１１１，１１

熿

燀

燄

燅０ ０ ｎ

（１６）

其中元素ｔ１ｉｊ 所在的位置由函数ｄｏｗｎ（·）运算时的记录而定。如果记录为左上，则位置形如ｔ１１，１１，其他依此

类推。由于池化层没有激活函数，为方便起见，令激活函数是ｆ２（ｘ）＝ｘ，误差在池化层的灵敏度δ２ 可描述

为

δ２ ＝ Ｅ
ｄｏｗｎ（Ｚ）＝

Ｅ
Ｑ
Ｑ
Ｔ

Ｔ
ｄｏｗｎ（Ｚ）

又由式（１３）知

Ｑ
（ｔｋｉｊ）ｎ

＝ ［珦ｗｓ，ｊ＋１１（ｉ－１）＋１２１（ｋ－１）］２　０４８×１

∴Ｑ
Ｔ＝

槇Ｗ，而 Ｔ
ｄｏｗｎ（Ｚ）＝ｆ

′２［ｄｏｗｎ（Ｚ）］＝ｄｏｗｎ（Ｚ）

∴δ２ ＝δ３槇Ｗｄｏｗｎ（Ｚ） （１７）

３．４　 卷积层

卷积层的输出就是池化层的输入Ｚｎｋ，当卷积层的输入固定时，Ｚｎｋ 只与该层的偏置ｂｋ 和权值矩阵Ｗｋ

有关。同样要找到合适的Ｗｋ，ｂｋ 使卷积层的输出Ｚｎｋ 和该层真实标签对应的输出珚Ｚｎｋ 尽量接近，但真实的

珚Ｚｎｋ 未知。这里依然用Ｅ间接表示Ｚｎｋ 和珚Ｚｎｋ 的差距。
寻找Ｗｋ，ｂｋ 时依然使用梯度下降法，梯度迭代公式与全连接层、输出层类似。不同的是，该层的真实输

出未知，而且该层的参数矩阵不止一个，参数矩阵数量与卷积核数量一致。迭代公式为

Ｗｋｎｅｗ ＝Ｗｋｏｌｄ－β
Ｅ
Ｗｋｏｌｄ，　ｂｎｅｗｋ ＝ｂｏｌｄｋ －β

Ｅ
ｂｏｌｄｋ

求Ｅ
Ｗｋ，

Ｅ
ｂｋ
：

Ｅ
ｂｋ ＝

Ｅ
Ｚ
Ｚ
Ａ
Ａ
ｂｋ ＝

Ｅ
ｄｏｗｎ（Ｚ）

ｄｏｗｎ（Ｚ）
Ｚ

Ｚ
Ａ
Ａ
ｂｋ

（１８）

Ｅ
Ｗｋ ＝

Ｅ
Ｚ
Ｚ
Ａ
Ａ
Ｗｋ ＝

Ｅ
ｄｏｗｎ（Ｚ）

ｄｏｗｎ（Ｚ）
Ｚ

Ｚ
Ａ
Ａ
Ｗｋ （１９）

其中ｄｏｗｎ（Ｚ）是对Ｚ中的相应位置上的４个元素选取最大值，即最大池化过程中没有对元素作实质性的

运算，认为ｄｏｗｎ（Ｚ）
Ｚ ＝１。

又Ｚｎｋ ＝ｆ１（Ａｎｋ），Ａｎｋ ＝Ｘｎ＊Ｗｋ＋ｂｋ，故

Ａｎｋ ＝ （ａｓｔ）２２×２２ ＝ ∑
２

ｉ＝０
∑
２

ｊ＝０
ｘｓ＋ｉ，ｔ＋ｊｗｋ３－ｉ，３－ｊ＋ｂ（ ）ｋ ２２×２２

（２０）

９２
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∴Ｚ
Ａ
Ａ
ｂ１ ＝

Ｚ
Ａｎ１

Ａｎ１

ｂ１ ＝ｆ
′１（Ａｎ１）Ａ

ｎ１

ｂ１
又

Ａｎ１ｉｊ
ｂ１ ＝

１，　∴ＺＡ
Ａ
ｂ１ ＝ｆ

′１（Ａｎ１）

同理知Ｚ
Ａ
Ａ
ｂｋ
，ｋ＝１，２，…，３２，当步长变化时Ａｎｋ 的规模会变化。又由式（１８）知

Ｅ
ｂ＝δ２

ｄｏｗｎ（Ｚ）
Ｚ ｆ′１（Ａ）＝ＥＡ　

δ１ （２１）

类似地，

Ａ
ｗｋｉｊ

＝Ａ
ｎｋ

ｗｋｉｊ

则根据式（２０）有Ａ
Ｗ１ ＝

Ａｎ１

ｗ１ｉ（ ）
ｊ ３×３

，

∴ｒｏｔ１８０ Ａ
（Ｗ１［ ］）＝ Ａｎ１

ｗ１（４－ｉ），（４－ｊ［ ］） ３×３
＝ （Ａｉｊ）１　　ｉ，ｊ＝１，２，３

其中（Ａｉｊ）１ ＝
ｘｉｊ … ｘｉ，ｊ＋２１
 … 

ｘｉ＋２１，ｊ … ｘｉ＋２１，ｊ＋

熿

燀

燄

燅２１

，此时

δ１ｒｏｔ１８０ＡＷ１ ＝δ１＊（Ａｉｊ）１

同理Ｅ
Ｗｋ ＝

Ｅ
Ａ
Ａ
Ｗｋ ＝δ１＊ｒｏｔ１８０（Ａｉｊ）ｋ，对该卷积层有

Ｅ
Ｗ ＝

Ｅ
Ａ
Ａ
Ｗ ＝δ１＊

ｒｏｔ１８０［（Ａｉｊ）ｋ］ （２２）

由上述分层讨论可以看出，参数更新就是依据反向传播计算参数的相应变化。由于中间层的很多真实

结果未知，因此中间层的输出误差就用整个系统的误差间接表示，即通过计算传递到中间层的系统误差来

代替原中间层的真实误差。

４　 卷积神经网络模型参数调整中的一些细节

４．１　 参数更新顺序

由上一节知，用梯度下降法进行参数更新时，涉及的参数量大，且参数出现在不同的层级，此时需要考

虑参数更新的顺序。以参数珡Ｗ，珔ｂ为例，并非利用公式（４）找到最合适的珡Ｗ，珔ｂ后再考虑全连接层的参数 槇Ｗ，
槇

ｂ

的更新，而应该利用公式（４）更新一次珡Ｗ，珔ｂ后马上考虑全连接层 槇Ｗ，
槇

ｂ的一次更新。因为利用公式（４）找到

的最合适的珡Ｗ，珔ｂ是针对该层的输入向量Ｖｎ 来说的，但是输入向量Ｖｎ 与网络在该层的真实输入珚Ｖｎ 可能相

差很大，此时最合适的参数珡Ｗ，珔ｂ并不是真正意义上该层最合适的参数，调整所谓最合适的参数珡Ｗ，珔ｂ过程

中的绝大部分工作都是无用功，甚至可能使整个更新过程变慢，造成软硬件资源的浪费。

４．２　 多层卷积的问题

上文的参数更新是基于图１的最基本的三层卷积神经网络模型。下面以五层卷积神经网络模型（图２）
为例，说明模型包含多个卷积层或多个连接层时参数的调整情况。

图２　 五层卷积神经网络模型示意图

０３
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从图２可以看出，五层卷积神经网络的正向传播过程与三层基本卷积神经网络模型完全一致，反向传

播时除了池化层１至卷积层２的反向传播在上节没有讨论，其他层之间的反向传播与三层卷积模型的反

向传播一致，因此这里仅讨论池化层１至卷积层２的反向传播。

假设卷积层２的误差灵敏度为珔δ，池化层１的输入为Ｚ，它包含３２个１１×１１的矩阵Ｚｋ，ｋ＝１，２，…，３２，
池化时采用尺寸为２×２的池化核进行最大池化，记输出矩阵为Ｔ，则它包含３２个６×６的矩阵Ｚｋ。此时Ｔ

也是卷积层２的输入，假设卷积层２采用６４个２×２的卷积核 ︵Ｗｓ，每个卷积核对应一个偏置ｂ!ｓ，则卷积层

２的输出是６４个５×５的矩阵Ｍｓ，ｓ＝１，２，…，６４，记为Ｍ。
此时函数关系Ｔｋ ＝ｄｏｗｎ（Ｚｋ）成立。需要注意的是，由于１１不能被２整除，因此具体实现时用加边法

（ｐａｄｄｉｎｇ）扩充输入矩阵。

由卷积知Ｍ１ ＝∑
３２

ｋ＝１
Ｔｋ＊

︵Ｗ１＋ｂ
!
１，则有Ｍ１ ＝ （Ｍｉｊ）５×５，且

Ｍｉｊ ＝∑
３２

ｋ＝１

（ｔｋｉｊｗ!１２２＋ｔｋｉ，ｊ＋１ｗ!１２１＋ｔｋｉ＋１，ｊｗ!１１２＋ｔｋｉ＋１，ｊ＋１ｗ!１１１）＋ｂ
!
１

其中ｔｋｉｊ 表示Ｔｋ 中第ｉ行第ｊ列的元素，ｗ!ｓｉｊ 表示 ︵Ｗｓ 中第ｉ行第ｊ列的元素。

∴Ｍ
１

ｔｋｉｊ
＝

Ｏ　Ｏ　 Ｏ　 Ｏ
Ｏ　ｗ!１１１ ｗ!１１２ Ｏ
Ｏ　ｗ!１２１ ｗ!１２２ Ｏ

熿

燀

燄

燅Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ

，　　ｉ，ｊ＝１，２，…，６

其中ｗ!１２２ 的位置在Ｍ
１

ｔｋｉｊ
的第ｉ行第ｊ列。

∴Ｍ
１

Ｔｋ ＝
Ｍ１

ｔｋｉ（ ）
ｊ ６×６

（２３）

此时若有矩阵Δ，则

ΔＭ
１

Ｔｋ ＝
δ１１ δ１２ δ１３
δ２１ δ２２ δ２３
δ３１ δ３２ δ

熿

燀

燄

燅３３
Ｍ

１

Ｔｋ ＝

０ ０ ０ ０
０ δ１１ δ１２ δ１３
０ δ２１ δ２２ δ２３
０ δ３１ δ３２ δ

熿

燀

燄

燅３３


ｗ!ｋ１１ ｗ!ｋ１２
ｗ!ｋ２１ ｗ!ｋ［ ］

２２

＝

０ ０ ０ ０
０ δ１１ δ１２ δ１３
０ δ２１ δ２２ δ２３
０ δ３１ δ３２ δ

熿

燀

燄

燅３３

＊ｒｏｔ１８０（
︵Ｗｋ） （２４）

其中左上角的“０”边是由上述加边法在右下角加“０”边产生的。又由于卷积层２的误差灵敏度为珔δ，故

Ｅ
Ｍ ＝

珔δ，且

δ＝ Ｅ
ｄｏｗｎ（Ｚ）＝

Ｅ
Ｍ
Ｍ
Ｔ

Ｔ
ｄｏｗｎ（Ｚ）

故池化层１的灵敏度为

δ＝珔δＭＴ
ｄｏｗｎ（Ｚ）＝

０ ０
０ 珔［ ］δ ＊ｒｏｔ１８０（

︵Ｗ）ｄｏｗｎ（Ｚ） （２５）

５　结　语

本文基于最基本的三层和五层卷积神经网络模型，对模型的有效性和部分实现细节进行了理论基础

证明。结果表明，调整卷积神经网络模型的效率只需进行参数调整，即要获得较高效率的网络模型，只需

１３
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找到较合适的模型参数，这与传统的通过数据实验确定模型参数的结论一致。这里利用梯度下降法对参

数调整方法进行了详细说明，并对参数调整的顺序和多层卷积作了说明，为基于多层卷积的复杂网络模型

的有效性证明奠定基础。由于复杂卷积神经网络模型的结构与基本卷积模型类似，只要损失函数Ｅ是输

入Ｘｎ 的凸函数，本文的证明就依然适用。但是复杂卷积神经网络的损失函数Ｅ经过多层运算后，通常不

再是输入Ｘｎ 的凸函数，此时需要利用优化方法的有关数学理论将损失函数转换成Ｘｎ 的凸函数，而如何

将非凸函数转化成凸函数有待进一步研究。
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）

（上接第１１页）处理、存储、查询、显示等功能，还实现了对各子系统故障数据的正确解析和挖掘，而且可以判

定子系统与子系统之间故障的关联关系。在线路上的实际应用结果表明，引入改进算法后可以有效识别单

个子系统的异常情况，并进一步挖掘出子系统间的关联故障，为轨道交通专用通信系统的运维提供支持。
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